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következnek. A gyakorló feladatok megfogal- 
mazása után közvetlenül következik a megoldás, j 
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ELŐSZÓ 


Ennek a feladatgyűjteménynek az a célja, hogy a matematikai 
analízis alapfogalmával, a határértékfogalommal és annak né- 
hány alkalmazásával ismertesse meg az Olvasót. A könyv anya- 
gának megértéséhez nincs szükség több előismeretre, mint a kö- 
zépiskolák első három évfolyamának marematikai anyagára. 

Minden fejezet 3 részre tagolódik: először a legfontosabb defi- 
níciókat, tételeket foglaljuk össze, majd a gyakorló feladatok, 
végül az önálló megoldásra szánt feladatok következnek. A gya- 
korló feladatok megfogalmazása után közvetlenül következik a 
megoldás. Az egyes fejezetekben kitűzött feladatok megoldásai 
a fejezet végén, egy helyen találhatók meg. A feladatok között 

se jellel látjuk e! azokat, amelyek elméleti jellegűek, fontas kiegé- 
szító ismereteket tartalmaznak. 

A képletek, gyakorló feladatok és feladatok számozása minden 
fejezetben újra kezdődik. Ha egy képletszámra, gyakorló fel- 
adatra, ilf. feladatra utalunk, akkor annak a fejezetnek, ahol a 
hivatkozás előfordul, a megfelelő képletéről, gyakorló feladatáról, 
feladatáról van szó. Ellenkező eserben mindig feltüntetjük a meg- 
felelő fejezetet is. 

Mint már említettük, a könyv otvasásához kevés előismeretre 
van szükség. Szükség van viszont arra, hogy az Ölvasó figyelme: 
sen, gondolkodva olvassa a könyvet, önállóan próbálja megaldani 
a gyakorló feladatokat ís, de a feladatokat mindenképpen. Csak 
ha az önálló meroldás nem sikerül, akkor olvassa el a könyvben 
közölt megoldást. Ha sikerült önállóan megoldani a gyakorló 
feladatot, if. feladatot, akkor is célszerű elolvasni a könyvben 
közölt megroldást, összehasonlítani az Olvasó által talált meg: 
oldássai. Előfordulhat, hogy az Olvasó megoldása egyszerübb, 
rövidebb, esetleg eltér a könyvben közölt megoldástól. A terjé- 
delem szabía korlát miatt azonban egy gyakorló feladatra, ill. 
feladatra a tegtöbb esetben csak egy megoldást közlünk. 


A Szerző 


I. VALÓS SZÁMOK ÉS SZÁMSOROZATOK 


1. A valós számok 


A következőkben bevezetésre kerülő fogalmak a valós számok 
fogalmára épülnek. A középiskolai matématika tanulmányok 
alapján mindenkiben kialakul egy intuitív, szemléletes kép a 
valós számokról, Eszerint a valós számokat a racionális és az 
irracionális számok alkotják. A racionális szárnok azok, amelyek 
két egész szám hányadosaként felírhatók. A racionális számokat 
véges vagy végtelen szakaszos tizedestört alakban is elő lehet 
állítani. Az irracionális számok nem írhatók fel két egész szám 
hányadosaként, az irracionális számokat végtelen, nem szakaszos 
tizedes törtekkel adhatjuk meg. 


Az eddig mondottak természetesen nem szabatos matematikai 
kijelentések. A későbbiekben még — éppen a határérték fogalom 
alkalmazásaként — visszatérünk egyes feladatokban az elmon- 
dottak pontosabbá tételére. 

Kiindulópontként, a további fogalmak szilárdabb megalapo- 
zásához összefoglaljuk a valós számoknak azokat a legfontosabb 
alaptulajdonságait, amelyeket fel fogunk használni. Ezek a tu- 
lajdonságok, bizonyos, pontosan definiálható értelemben egy- 
értelműen meg is határozzák a valós számok halmazát. 


Jelöljük YV-vel a valós számok halmazát. A V halmazban ér- 
telmezve van két kétváltozós művelet: az összeadás — jele ,, 4", 
és a szorzás — jele ,, "" (gyakran e jelet el 15 hagyjuk). Ez azt 
jelenti, hogy bármely két, a és b valós számhoz egyértelműen 
tartozik egy a-t b valós szám — az a és b összege, és egy a: b 
valós szám — az a és b szorzata. 


A két műveletre a következő alaptulajdonságok teljesülnek : 


Bármelyik a, b-V-re (a, 5b£V-t így olvassuk : , a, b eleme V-nek") 


(1)  a3bahi-a az összeadás kommutatív, 
í2)  a:bab-a a szorzás kommutatív, 


Bármelyik a, b, ce V-re 


(3) (abb czad(b3-c) az összeadás asszociatív, 
(4) (a-hB:csa:(b:c)  aszorzás asszociatív 


és 
(5)  a-ríbtcjsa:-btita:rc a szorzás az összeadásra nézve 
disztributív. 

Van olyan valós szám — amit 0-val jelölünk —, hogy minden 
ac V.re 


(0) — d-k 0-a 

és van olyan valós szám — ezt 1-gyel jelöljük —, hogy minden 
a € V-re 

(7) a-r1—a. 


Minden a valós számhoz pontosan égy olyan x valós szám 
van, amelyikre 


(8)  a4t4x7-Ü. 
Az a-hoz tartozó, (8]-at kielégítő x-et a ellentetttének nevezzük 
és — a-val jelöljük. 

Minden az ú valós számhoz pontosan egy olyan x valós szám 
van, amelyikre 
(9) a.x-l. 
Az a-hoz tartozó, (91-et kielégítő x-et a recinrokának nevezzük 


1 
ÉS 7 -val jelöljük. 


Az eddig felsorolt kilenc alaptulajdonság felhasználásával már 
könnyen definiálhatjuk a valós számok körében a kivonást és az 
osztást: 

bármely két a, b valós számhoz pontosan egy olyan valós szám 
tartozik, amit a két szám, a és b különbségének nevezünk, a— b- 
vel jelölünk és így definiálunk : 


a—bhb7-a1(—b), 
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bármely a és b7 0 valós számhoz pontosan egy olyan, pg vel 
jelölt valós szárn tartozik, amit a két szám hányadosának neve- 
zünk és így definiálunk : 

a 1 
papi 

Ugyancsak az eddig felsorolt alaptulajdonságokból követke- 
zik, hogy a valós számoknak egy részhalmazát alkotja a termé- 
szetes számok halmaza (az I-ből ismételt összeadással előallít- 
ható számok); ezt a továbbiakban T-vel jelöljük. A racionális 
számok R-ref jelölt hafrmaza 15 részhalmaza a valós számoknak 
(például a T halmazból kiindulva a négy alapművelettel meg- 
kapható valós szárnok halmaza éppen R lesz). 

A valós számok halmazának egy ticvábbi fontos tulajdonsága, 
hogy ki van jelölvé benne a pozitív számok halmaza. Ha égy a 
valós szám pozitív, azt Így jelöljük: az-0. A pozitív valós szá- 
mokat jellemző alaptulajdonságokat is felsoroljuk : 

Ha az0, akkor a és — a közül pontosan az egyik pozitív. 

Bármely két pozitív szám összege és szorzata POZITÍV. 

A pozitív szám fogalmával már definiálni lehet az égyenlőtlen- 
séget. Azt mondjuk, hogy az a valós szám nagyobb, mint a b 
valós szár, azb, ha a—b pozítív. Ebből a definícióból azután 
már egyszerűen bevezethetők az egyenlőtlenség alaptulajdonsá- 
gai, az egyenlőtlenségekkel való számolás szabályai. 

Szükségünk lesz a valós szár abszolút értékének fogalmára 15; 
a abszolút értékét la[-val jelöljük és Így definiáljuk : 


a — a, ha az6, 
al —g, ha a-z0. 


A valós számok eddig felsorolt alaptulajdonságait úgy szokás 
összefoglalni röviden, hogy a valós számok rendezett testet al- 
kornak. 

További fontos alaptulajdonsága a valós számok testének, 
hogy a rendezésre a következő igaz: 

Bárrnely a5:-0 valós szárnhoz van olyan ne természetes 
szárn, hogy rt-- a. 


Ezt az alaptulajdonságot Arkhimédész-fele axiómának 15 néve- 
zik és egy olyan rendezett testet, amire ez az alaptulajdonság 
igaz, arkhimédészien rendezett testnek neveznek. 


A következő, egyben utolsó és legfontosabb alaptulajdonság mégfogal- 
mazása előtt néhány bevezető, szemléletes megjegyzést teszünk. 

A valós számokat égy egyenes pontjaival szoktuk szemléltetni. A valós 
számok halmazának és az egyenésnek mint pontokból áll halmaznak a 
Szerkezete" lényeges tulajdonságokban megegyezik. Ennék mélyebb aka 
az, hogy azok a geometriai alaptulajdonságok, amik az egyenesnek mint 
ponthalmaznak a , szerkezetét" jellemzik, megfelelnek a valós számokai 
jellemző alaptulajdonságoknak. 

Az említett megfeleltetés a valós számok és az egyenes pontjai között a 
következőt jelenti : ha megadunk égy égyénést, kijelölünk rajta égy pontot, 
amit a 0 valós számnak feleltetünk meg és megadjuk az egységny! hosszú- 
ságú szakaszt, akkor minden valós számhoz egyértelműen hozzá tudjuk 
rendelni az egyenes égy pontját és Fordítva, az égyénes minden pontjához 
egyértelműen tartozik egy valós szám. 

Például az 1. ábrán a P pontnak a —1 valós szám félel meg, a 2,5 valós 
számnak pedig a 0 pont felel meg. Ezt röviden úgy is mondhatjuk, hogy a 
Pa —], a (0 pedig a 25 valós szám. 


P e 


——— ——— ea —,— —— hk————  — a — b 
Ü 1 


1. ábra 


Ha adott két valós szárn, a és b és pl. a-b, akkor a számegye- 
nes a és b pontja közötti szakaszához rendelt valós számok, 
azaz az az xz b egyenlőtlenségnek eleget tevő valós számok hal- 
mazát az a, b zárt intervallamnak nevezzük és Így jelöljük : [a, b]. 
Az az xs b egyenlőtlenséget kielépítő valós szárnok halmazát 
nyilt intervallumnak nevezzük és (a, bh-vel jelöljük. Használni 
fogjuk még a félig zárt intervallum fogalmát is: az asSx-ab 
egyenlőtlenségnek eleget tevő valós számok halmaza az [a, b) 
balról zárt, jobbról nyilt intervallum, az a xz b egyenlőtlensé- 
get kielégítőké viszont az (a, b] balról nyílt, jobbról zárt inter- 
vallum. 

A valós szárnokat jellemző, eddig felsorolt alaptulajdonságo- 
kat a racionális számok is kielégítik; a racionális számok 15 
arkhimédészien rendezett testet alkotnak. Egy további alaptu- 
lajdonságot fogalmazunk most meg, ami már csak a valós szá- 
mokat jellemzi, amit a racionális számok teste már nern elégít ki. 


i2 


Először egy elnevezést vezetünk be. Egymásba skaiulyázott 
zárt intervallumsorozatnak nevezzük zárt intervallumoknak egy 
olyan rendszerét, amelyben minden természetes számhoz meg 
van adva egy [d,, 6] zárt intervallum úgy, hogy az (a, 1, b..1] 
zárt intervallum minden n€ T-re része az [a,, b.]-nek, azaz: 


a eg sast. 5b 


— PH — i—— — 


ü ! 


sand hetini 


41 
3 z 


h. [2 


1 
5 
2. ábra 


E 
Például a jo A alakú intérvallurnok, ahol ré T ilyen egymásba skatu- 
H 


lyázott, zárt intervallumsorozatot alkotnak (2. ábra). 
Ezeknek az egymásba skatulyázott zárt intervallurnoknak van közös pont- 


7 
ja, mégpedig a ő szám. Nyilván isaz, hogy a 0E o. c] minden sZ T-re, mert 
fi . 


a Ü végpontja mindegyik intervallumnak. 


Másik példa : rendeljük hozzá minden természetes számhoz azt a [/.. TF] 
intervallumot, ahol f , ill. 7, jelenti az egység sugarú körbe, ili. kör köré írt 
szabályos n--2 szög területét. Igazolható, hogy ez az inteérvallumsorozat is 
egymásba skatulyázott, sőt: 


tetarsharzi 


Belátható, dé szemléletesen nyilvánvaló ís, hogy az intervallumsorozat- 
nak ismét van közös pontja, méghozzá csak égy közös pontja van, a -z szám. 
Az egység sugarú kör térüléte éppen az az egyetlen szám, ami minden r-ré a 
ft, és Tf, között van. 


A valós számtestnek fontos alantulajdonsága a következő, 
Cantor-axiómának nevezett tulajdonság: 

Minden [a.. b.] egymásba skatulyázott zárt intérvallumsoro- 
zatnak van közös pontja, azaz van olyan c valós szám, hogy 
minden n€ D-re: 


azczsb. 


A Cantor-axiómában kimondott alaptulajdonság nem zárt intervallumok - 
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] 
rá általában nem igaz. Feldául a (e. 5] féligzárt intervallumok sorozata 
iT 


1 . . : 
Fertő de nincs olyan valós szárn, arni 
NH 


rnindegyikbén benne lenne. A 0 nyilván egyik intervallumban sincs benne. 





egymásba skatulyázott, mért 
n 


l 
egy tetszőleges 550 való számhoz viszont van olyan ne T, hogy —azp (hiszen 
H 


. . 4 
az Arkhimédész-féle alaptulajdonság miatt van olyan s€T, amire —- u, 
b 


tehát ; nincs benne mindegyik intervallumban. 


2. A teljes indukció; nevezetes egyenlőtlenségek 


A határérték definíciójában és később, a határértékszámítási 
feladatok megoldásában az egyenlőtlenségeknek fontos szerepük 
van. Nehány nevezetes és a későbbiekben jól hasznosítható 
egyenlőtlenséget fogunk ebben a részben tárgyalni. Az egyenlőt- 
lénségek bizonyításához egyik jól használható segédeszköz lesz 
a teljes indukcióvat való bizonyítás módszere. 

Probáljunk megadni egy általános képletet az első n páratlan 
szám összegére. Ha 


nu 1, akkor az összeg is nyilván 1. Ha 
n— 2, akkor az összeg 1-4 3—4, 

nz 3-ra 1433 5—8, 

17-— 4-re 14 3--5t 77-16, 

nőre 1--3-t4517-45937—25. 


Az eddigiek alapján már azt mondhatja valaki: nyilván látszik, 
hogy az első n páratlan szám összege m, hiszen ez igaz n— 1, 2, 
3, 4 és 5-re Is. 


Óvatosan kell kezelni azonban az ilyen kijelentéseket. Nézzük a követ- 
kező feladatot. Egy körvonalon felveszünk y darab pontot és ezeket úgy 
kötjük össze egymással az összes lehetséges módon, hogy a kör belsejének 
bármelyik pontjában legfeljebb két összekötő szakasz messe egymást. Kér- 
désünk az, hogy hány részre vágják szét a körlapot az így kapott szaka- 
szok ? Ismét kezdjünk el próbálgatni. Ha s—1, akkor nincs összekötő sza- 
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3. ábra 


4. ábra 
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5. abra 


6. ábra 


káasz, a kórlap tehát egyben marad, a részek száma 1. Ha 1-2, nyilván égy 
összekötő szakasz van, a részek száma 2. Növeéljük eggyel a pontok számát, 
legyen ss 3, ekkor, mint a 3. ábrán látható. a részek száma d lesz. "td esé- 
tért ismét könnyen összeszámolhatjuk, hory 8 rész keleikezik (4. ábrab. 
Az eddigi tapasztalatok azt sejtetik, hogy minden további pont hozzá- 
vételével a részek száma megduplázódik. Fróbáljuk ki ezt a sejtésünket! 
Ha igaz, akkot n—5 pont esétén 2 " 8— 16 részt kell kaprunk. Az 5. ábra 
(amely általános esetet jellemez) mutatja, hogy érre az esetre 15 igaz a sej: 
tésünk. Ha most az előző példa mintájára elhamarkodottan kijelentenénk, 
hogy a megállapításunk továbbra 15 érvényes, hamar csalódnánk. mert 
1—ő-ra már nem 2 .- 16-32, haném csak 3t részt kapunk (6. ábra). 
Térjünk vissza az előző feladathoz, az első nr páratlan szám összegéhez. 


Írjuk fel sejtésünket általános alakban: 


14-34-54. ..42n— lsz. 


Tételezzük fel most, hogy sejtésünk igaz egy rögzített n-re és 
próbáljuk bebizonyítani ebből a feltételből azt, hogy ez az ösz- 
szefüggés a következő természetes számra, n-t 1-re 15 igaz lesz. 
Az első nr 41 páratlan szám összege, a feltételt ís felhasználva, 
igy alakítható át: 


14345 ...42n—1-4-2nt1- 
-mit2ntlI-(nt LE. 


Ha tehát sejtésünk igaz n-re, akkor igaz "1-- l-re 15. n-- 1-re már 
láttuk, hogy igaz az összefüggés. Ekkor azonban az előzők 
szerint nt 1—2-re ís Igaz. Legyen most nm—2, erre már tudjuk, 
hogy igaz, de akkor nt-4—3-ra is fennáll s íÍ. t., végül is minden 
természetes számra igaz lesz az összefüggés. 

Á. most alkalmazott bizonyítási módot nevezzük teljes induk- 
ciónak. Foglaljuk össze még egyszer a bizonyítási módszert: 

ha Aj, ..., An -. . egy ,állítássorozat" és A, igaz, 

valamint abból a feltételből, hogy A, igaz (indukciós feltétel) 
következik, hogy A, 1 15 Igaz, 

akkor az A, állítás minden n természetes számra igaz. 


Ez nyilván helyés bizonyítási mód. Ha ugyanis volna olyan H természetes 
szárn, amire A, nem igaz, akkor az ilyenek között van egy legkisebb, legyen 
ez". Az ngynem lehet h, mert A , igaz a feltevés szerint. Mivel ro a legkisebb 
ilyen tulajdonságú szánt, ezért 4, , - g igaz, ebből pedig a feltevés szerint kö- 
vetkezik, hogy A, Igaz, így ellentmondásra jutottunk. 


3 Határértékszámítás 17 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az első n természetes szám köbének összegét. 


Megoldás: 


A köbszámok összegét a 7. ábrán levő négyzetek területe szemlélteti. 
Ennek alapján a következő összefüggésről sejtjük, hogy igaz: 


1 2 3 4 5 
7. ábra 


(10) 19424...3-8—(152-... ny 
Az összefüggést teljes indukcióval igazoljuk : 
n—1-re igaz az állítás, hiszen 19512. 


Tegyük fel, hogy x-re igaz az állítás, vagyis a (10) összefüggés fennáll és 
mutassuk meg, hogy r--1-re is igaz. Az első n3-1 természetes szára köbé- 
nek összege a (10) feltétel, vagyis az indukciós feltétel felhasználásával így 
is írható : 
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(11) 83524... r(n18—(1 426... rgy (na 1. 
A (11) egyenlőség jobb oldalát így alakíthatjuk tovább: 
(1--24-. . . 4 n)j24-(nt- IVY S 
(12) 5(1424...4m)trrtnt1)t4 (mt) 


(nt 1) 
2 


m(142-4...-pnjég2- (n-1)--(n13-1Y. 





Vegyük észre, hogy itt az első n természetes szám összege. Így a 
(11) egyenlőség — (12) alapján — így írható : 


(13) 1 4D4,..FÉr(NHI Óz (1424... any 
tT2AI7254 ...4mínt1)--(n3- kh) 


A (13) egyenlőségből a kéttagú kifejezés összegének négyzetére vonatkozó 
azonosság felhasználásával a bizonyitandó egyenlőséget kapjuk : 


194234... 49s(n--19-(154-24...—-n4 ni ÍV. 


Ezzel a (10) összefüggés érvényességét igazoltuk. Az első rt természetes 
szám összegére vonatkozó, már felhasznált képlet alkalmazásával a bizo- 
nyitott képlet még így ís felírható: 


19 sze [2T- 


38 Igazoljuk teljes indukcióval, hogy tetszőleges az —1 valós számra és 
né T természétes számra érvényes az 


(15) (14-a"zldna 


egyenlőtlenség, az ún. Bernoulli-féle egyenlőtlenség. 


Megoldás : 
A (15) egyenlőtlenség H—1-re igaz, mert 
13-a— 17 a. 

Tegyük fel, hogy (15) fennáll valamilyen rögzített s-re és igazoljuk, hogy 
1-4 1-re 15 igaz az állítás. Mivel az-—1,13-az:-0, tehát az 1-3 a pozitív szám- 
kg 7 feltételünket jelentő (15) egyenlőtlenség mindkét oldalát megszoroz- 

atjuk : 


(16)  (1daytizŰ 4 nai 4- a). 


1" 19 


A (169 egyenlőtlenség jobb oldalát igy alakíthatjuk tovább: 
(7) (i4raXihajel-tna-tar nat bír kijat nat. 


Itt sals0 nyilván igaz, tehát ha ezt elhagyjuk. ezzel csak csökkenthetjük 
a (I kifejezés értékét. (16) és (17) alapján tehát ezt kapjuk : 


(1-4-ay!t1z1-4(n-- lja, 


és ezt kellétt igszolnuünk . 


A középiskolai matematikából már jól ismert a számtani és 
mértani közép közötti egyenlőtlenség két szám esetére: ha a, 
SE0 valós számok, akkor: 

(18) Fa 2, 

ahol az egyenlőség csak a— b esetén áll fenn. A következőkben 
ennek az egyenlőtlenségnek az általánosítását fogjuk bizonyítani. 
Először azt definiáljuk általánosan, hogy mit értünk nm darab 
nemnegatív valós szám számtani és mértant közepén. Legyenek 
di, dz ..., GED valós számok. Az adott számok számtani 
közepe az 


aártáat... tü, 
n 


valós szám, mértani közepe pedig az 
ÉL 


Vaja, ... a, 
valós szám. 
GyakoriG feladatok 
3. Igazoljuk teljes indukcióval, hogy 2" darab nemnegatív valós szárm 
ín T) mértani közepe kisebb vagy egyenlő, mint ügyanezen számok 
számtami közepe ; egyenlőség pedig csak akkor all fenn, ha mind a 2 szám 
egyenlő egymással. 
Megoldás : 
Jélöljenek ap, a2, . . . , dan télszőleges nemnegatív valós számokat. Azt kell 


igáazolnunk, hogy : 
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Aj Tűa-T s. — dan 
Páli i 
ahol az egyenlőség csak abban az esetben igaz, ha aj 5457 . . . don. 
Az állítás "—1-re igaz, hiszen ezt mondja k! a (18) egvenlőtlenség. 
Fegyük fel, hogy a (199, a kiegészitő állítással együtt tetszőleges 2" nem- 
negativ valós számra igaz. Igazolni akarjuk, hogy az állítás 24-1-re is igaz. 
Légyének dj, fa, ...s dom donggr : , dat terszőleges nemnegativ valós 


szárnak. Ennek a 2841 darab számnak a mértani közepét a következő alak- 
ban is felírhatjuk : 


ed 
(19) Vaja, ak Han - 


ar ri 


Vay... dműzn eg a nr Cai 1— 


NA ÉS VER hr. Hanti 


A (20) egyenlőség jobb oldalán a négyzetgyűkiel alatt mindkét tényezőre 
alkalmazhatjuk az indukciós feltevést. Igy ezt kapjuk ; 


(240) 





and 
Va) .. . Ban dan] ... danri5S 
tél) 
mez apr... etdoan donyyt s. Félgati 
sz ENNE TEN HNNNNNNNT TENNNENENŰ 
és az egyenlőség csak akkor all fenn, ha ap — . . . —dan ÉS don 1— 5. —dantt 


teljesül. (21) jobb oldala két nemnegatív valós szám mértant közepe. Erről 
már tudjuk, hogy kisebb vagy égyénlő, mint ugyanezen két szárn számtani 
közepe, tehát: 


arad 


8] mon. dontan 1 mon. dans Éz 


(22) 
sz e tan TF zag ap Fr PF lzn a 


— 


37-41 
és az egyenlőség itt csak akkor áll fenn, ha 


üjE .. Fan Hana 7 s FHanii és 


dan gp TF s. tanya 


Wii 
alla 
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is igaz, ami viszont csak akkor teljesül, hagjm... —donzdjayjs...7égaki 
igaz, vagyis éppen a bizonyítandó állítást kaptuk. 
4. Igazoljuk (a 3. feladat eredményének felhasználásával), hogy ha " 


akármilyen természetes számot jelöli és dj, do, . s ., dy telszőleges nemnegatív 
valós számok, fennáll a következő egyenlőtlenség: 





FT e ——. — Z, tat... -:tHa 
(29) Yaja ... a S EL, 
Pt 


és az egyenlőség csak akkor igaz, ha ay5a35 ...5a 


v: 
Megoldás : 


A 3. feladatból tudjuk, hogy az állítás speciális r-ekre, a 2 hatványokra 
igaz. Legyen n tetszőleges rögzített természetes szám és válasszuk még K-t 
úgy, hogy nz2 teljesüljön. Ha n- 27, az állítás igaz. Ha 1— 2 akkor az 
dzs... 7, számokhoz vegyünk hozzá még 2-n darab nemnegatív valós 
számot; ezek mindegyike legyen éppen az dj, ..., d, Számok számtani 


gitart... ta 


közepe. Jelöljük s-sel 5 cet. Az így kapott 2" darab számra 





fi 


már tudjuk a 3. feladatból, hogy igaz az egyenlőtlenség : 


ak 
20 eatadyt... ta H(Z"— ms 
2) Faa...a mat e, 


Itt az egyenlőség csak akkor áll fenn, ha aj—maaz ...—a,, hiszen ekkor 
nyilván az s számtani közép H egyénlő éc számokkal. (24) jobb oldalán az 
ajt ... ba, összeget s - s-sel is pótolhatjuk, majd összevonás és EgyYSZETŰ- 
sítés után ezt kapjuk : 





2 
IK ma py 


(23 Vaa, he Hő 


(25) mindkét ol dalát 2" kitevőre ernelve és s2"—n-nel egyszerűsítve (ez 
utóbbi lépésnél kihasználjuk, hogy s 0, amit feltehetünk, mert szú sse- 
tén ajs...7a,/0 isz áll és (23) nyilván igaz) az 


ÍZ)  djda s. a zs 


egyenlőtlenséget kapjuk, amiből a bizonyítandó (23) égyenlőtlénség már 
kövétkezik. (26]-ban és így (23)-ban Is az egyenlőség csak ugyanakkor ér- 
vényes, amikor (24)-ben, vagyis amikor ap —d5— , .. a, áll fenn. 
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A. számtani és mértani közép mellett más ,közepeket" is 
szoktak alkalmazni. Gyakran jól tudjuk használni feladatok 
megoldásakor a harmonikus közép fogalmát. Áz aj, do, ..., d. 
pozitív valós számok harmonikus közepének nevezzük az adott 
számok reciprokai számtani közepének reciprokát, vagyis az 


H 


1 ll Í 
est Mlsztt KERN Költő 
dj Ha it 


valós számot. A következő feladat arra a kérdésre ad választ, 
hogyan helyezkedik el nagyságrendileg a harmonikus közép a 
számtani és mértani középhez képest. 


Gyakorló feladatok 
5. Igazoljuk, hogy r darab pozitív valós szam harmonikus közepe ki- 
abb vagy egyénlő, mint ugyanezen számok mértani közepe és az egyenlőség 
csak akkor áll fenn. ha a számok mind egyenlők egyrnással. 
Megoldás: 


Jelőlje a, íz. . . ., 2, áz adott pozitív valós számokat. Azt kell igazolnunk 
hogy 


H H o 
(27) Ti ay Kaja; an. B 
—-4— tt... 4 
a MLG (L , 
és az egyenlőség csak akkor áll fenn, ha gy sa4— . . . —a,. Alkalmazzuk a 


. . . KENT l 
már bizonyított számtam és mértani közép közötti egyenlőtlenséget az — , 


d] 
1 1 
E, xs sa "— szárokra : 
én d, 
pé 4 l 
og az k Én 11. .L., 
H áj aj 2 
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A (28) égyenlőtlénségben, mint tudjuk, csak akkor igaz az egyenlőség, ha 
] 1 


l . . : 
—ssz,,.m— , ez pedig ekvivalens az apj—ás— ... sa feltétellel. £28- 
dj a da 


ri 
ból (27)-et egyszerűen úgy kaphatguk meg, hogy mindkét oldal reciproká 
vesszük, ekkor természéteser az egyenlőtlenség jele megfordul. 


Feladatok 


1. Igazoljuk teljes mdukcióval az első n természetes szám négy- 
zetének összegére vonatkozó következő képletet: 
a nína1ÁX2ni 1] 
eg 


Z. A számtani és a mértani közép közötti egyenlőtlenség fel- 
használásával igazoljuk, hogy tetszőleges n természetes számra: 


tn 1 97! 


Hogy éz mennyire , éles", az a köverkezőkből látszik. Az 


14" 1 474) 
jslÉ" . LE 


ekvivalens az (nr ISten a ő egyenlőtlenséggel. Ha a bal oldalból 
egy ni I, a jobből pedig egy --2 szorzót elhagyunk, akkor az egyenlőtlen- 
ség megfordul: 


(r-bLS— ür neee elnyer 2), 


3. Teljes indukcióval bizonyítsuk be, hogy ha més k természetes 
számok, és KE n, akkor: 


( ) k k? 
1 -- — -21-4H—-H— . 
H nor 


(Rögzített n mellett k-ra vonatkozó teljes indukciót alkalmaz- 
zunk.) 


143264... n 





4. Igazoljuk, hogy minden HE T-re : 


te 
hn 


5. A 4. feladat eredményének felhasználásával bizonyítsuk be, 
hogy tetszőleges Az 3 természetes számra: 


a — nt] —— 
ns nr]. 
6. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges n- T számra igaz a követ- 
kező két egyenlőtlenség: 


14" 1] nki 
a) (1-5) -(1-) j 
: ]Arti 1 nki 


7. Legyen n--l tetszőleges természetes szám. Igazoljuk, hogy 
1 a. 1 FENNT 1 1 
nal nal 7 o 3n 2 
8. Legyen a--1 tetszőleges valós szám és nz-1 tetszőleges ter- 
mészetes szám. Bizonyítsuk be a következő egyenlőtlenséget: 
a-t . 
H 


9. Igazoljuk, hogy tetszőleges n természetes számra Igaz az 


n—t "7 
n nt1 
egyenlőtlenség. 
10. Az előző feladat alkalmazásával igazoljuk, hogy az 
1 1:-3-5-...-(2n—1) I 
NÉL ÉSE VET BE SNS EENNÉSÉNYEEEt 
Mn 2 4 ú s... 2n VY2ni1 


egyenlőtlenség tetszőleges n- 1 természetes számra Igaz. 


11, Igazoljuk teljes indukcióval a binorniális tételt, azaz mu- 
tassuk meg, hogy tetszőleges a, 5 valás számokra és tetszőleges 
n természetes számra 


(a by ea" (7 Jaroba ...- (2 Jar-tabs 
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ahol az (7) foly.: ,n alatt a kk") számok az ún. binomiális 


kí(n—ky! 


12. A binomiális tétel felhasználásával igazoljuk, hogy ha n:-i 
természetes szám, akkor: 


re earta.. e. 
n 11 n 


együtthatók az számok rövid jelölései. 


3. Számsorozatok határértéke 


V alás számsorozatnak nevezünk minden olyan függvényt, amely- 
nek értelmezési tartománya a természetes számok halmaza, ér- 
tékkészlete pedig a valós számok egy részhalmaza. 

A definícióból következik, hogy égy számsorozatot akkor te- 
kintünk adottnak, ha minden r€T számra ismerjük a sorozat 
n-edik tagját, azaz a sorozatot jelentő függvénynek az n helyen 
felvett értékét. Egy számsorozatot általában (a )-nel, a sorozat 
n-edik tagját pedig a,-nel fogjuk jelölni. 

Égy számsorozatot sokféleképpen meg lehet adni. Gyakran 
használjuk azt a fajta legegyszerübb megadási módot, amikor 
egy képlettel fejezzük ki, hogyan függ az n-től a sorozat n-edik 
nt1 
H--n 
sorozatot definiálnak. Egy sorozatot megadhatunk utasítással is, 
például így: a sorozat páratlan indexű tagjai legyenek 1-gyel 
egyenlők, a páros indexű tagok pedig 2-vel. A sorozatok egyik 
gyakori megadásmóoódja a rekurziv definíció, amikor megadjuk a 
sorozat első néhány tagját, majd az a,-et az előző tagok függ- 
vényeként fejezzük ki. Rekurzív definícióra ad példát a követ- 

XL 
H.A következők- 
ben előforduló sorozatok egyben változatos példáit adják annak, 
hogyan lehet definiálni egy számsorozatot. 


ki 


tagja. Például az , Fn11—Vn, ( Tt a) képletek egy-egy 





kező sorozat; ajm 1, a,—2 és a, 57 


20 


Következő célünk az, hogy a konvergens (összetartó) sorozat 
fogalmát definiáljuk. Előkészítésként vizsgáljunk meg néhány 
sorozatot: 


a) Lászoge esz . 3 

dd LESVE L2 s b EZ ve 
e) LE 2zp Ba (222 ; 
f) 1, —1l, 1], —l, ...; 


2 

8) TŐ6 TÖB? 1067 TÖB 

299, (gy, (99) a (TODT he 
1017 YI10L9 "ALOL P TT TOLE 


) aan, (rely, (rely (1) : 
í (1 -k a 9 4 3 hatra . " 4 t44 5 


jp 0, 0, Ő, ...; 
k) 1, 2, Yo, nt... 


A felsorolt sorozatok közül az a), b) konvérgensek és 0-hoz 
tartanak, de konvergensnek tekintjük a F) sorozatot 15, határér- 
téke természetesen ü. A c) és d) sorozatok is konvergensek és 
1-hez tartanak. Az e), f), gy és k) sorozatok nem konvergensek, 
más szóval divergensek, hiszen az e), g), és k) sorozat tagjai közt 
akármilyen nagy számok előfordulnak, azf) sorozat tagjai pedig 
—1 és 1 közt , ingadoznak", más szóval oszcillálnak. A fr) és £) 
sorozatról , ránézésre" nehéz megmondani, hogy konvergen- 
sek-e. A későbbiekben igazolni fogjuk, hogy mindkettő könvet- 
gens, méghozzá Aj határértéke 0. 
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A most elmondottak természetesen még nem szabatos mate- 
matikai állítások, hiszen még nem mondtuk meg pontosan mit 
értünk azon, hogy egy (a) sorozat konvergens. A pontos defini- 
ció előtt még egy elnevezést vezetünk be: egy a valós szám ez-ü 
sugaru környezetének nevezzük az (a—e, a-te) nyilt intervallu- 
mot. 

Az (a, ) valós számsorozatról akkor mondjuk, hogy könvergens 
es határértéke a, ha minden ez-0 számhoz van olyan N természe: 
tes szám, hogy a sorozat minden N-nél nagyobb indexű tagja az 
a szám e sugarú környezetébe esik. 

Azt, hogy az (a, ) sorozat konvergens és határértéke a, így fog- 
juk jelölni: 


hm a ma; 


Het sa 


néha röviden az a — a jelölést is vaszaláte 


I 
Igazoljuk például a definíció alapján, hogy im - sz(). Ha e-t 100 "ak 


na va"? 


választjuk, akkor W-nek jó lesz ÍNÜ, mert a sorozatnak a 100-adik tag után 


.. mat a a . 1 
kövélkező tagjai már nyilván a Ő szám 108 sugarú környezetében vannak 
(3. ábra). 


Az Arkhimédész-féle alaptulajdonság biztosítja, hogy akármilyen e5-Ü 


; : l 
számot 15 adunk meg, van olyan / természetes szám, amelyre X5— , ahon- 
É 


1 ]l 1 
nan me; m:lV-re FaárTi ami azt mutatja, hogy a sorozatnak a N-nél na- 
11 


gyobb indexű tagjai a Ü szám e sugarú környezetében vannak. 


e TT 


Eset gp 
] g A. ... d 


1 
190 4ü5 20 100 
8. ábra 


A konvergens sorozat definíciójának az a kikötése, hogy a, az 


vsz € sugarú környezetébe esik, egyenlőtlenséggel i Is kifejez- 
élő 


4—ezzd züte, 
ez pedig ekvivalens a 
(29) —e--d—aze 


egyenlőtlenséggel. A (29) egyenlőtlenség az abszolút érték defi- 
nícióját felhasználva Így írható : 


(50) 1]a—ajce. 


A definíciót most (30) felhasználásával Így is megfogalmaz- 
hatjuk: líim a, a akkor teljesül, ha minden e0-hoz van olyan 


met ür 


N természetes szám, hogy minden n:-/7-re [a,—a le. 


A könvergens sorozat fogalmának még egy, az eredetivel ékvt- 
valéns definícióját fogjuk többször használni: az Úd,) sorozat 
konvergens és határértéke az a szám, ha a bármely sz sugarú 
környezetén kívül csak véges sok tagja van a sorozatnak. 


Ha az érédeti definició szerint konvergens egy sorozat. akkor ez teljesült, 
hiszén az adot: e-hoz tartozó alkalmas /4-nél kisebb indexű tagok csak 
véges sokan vannak, tehát csak véges sok lehet az € sugarú környezeten 
kívül. Ha a most megfogalmazott értelernben konvergens egy sorozat, ak- 
kor adott e-0-hoz legyen / a tegnagyobb indexű tagnak az indexe, ami 
még az a szárn z sugarú környezétén kivül esik. Erre igaz lesz, hogy az V-nél 
nagyobb indexü tagok már az a € sugarú környezetében vangak. Ezzel 
igazoltuk a két definíció ekvivalenciáját. 


(ryakorló leladatak 
6. Ígazoljuk, hogy a b) sorozat konvergens és határérléke Ü, azaz 


—]yt-! 
H 


(teni 


Megoldás : 


Adjunk meg egy tetszőleges £-0-t és keressünk hozzá alkalmas íV-et. 
Ezt a 0 egyenlőtlenségből kaphatjuk meg : 
—1j7—1 1 
0 eget. 
d: 


1 Lo, 1 ; 
ez teljesül, ha r-— , azaz 7V-nek bármilyen, az - "nál nagyobb természetes 
E E 


szárri jó. Ezzel megmutattuk, hogy minden 2-0-hoz van a definíciót kielé- 
pitő WV, az állítást igazoltuk. 


7. Igazoljuk, hogy a c) és dd sorozatok könvergensek és határértékük I. 


Megoldás 


A c) sorozatra közvetlenül alkalmazzuk a definiciót a (30) egyenlőtlen- 
séggel: 


n—1 i 1 
ER 
ri ft 





1 1 
ez akkor teljesül, ha Hz , azaz es 0-hoz bármely, az — -nál nagyobb térme- 
É e 


szetés szárrt jó /V-nek, más szóval küszöbindéxnek. 
A dd sorozatban minden páratlan indexű tag 1, a Páros indexű tagok 


n—- 1 
an. alakúak, ezek sorozatáról is tudjuk, hogy 1-hez tart. Adott £-hoz, ha 
zi 


— 





ői 
/7-et keresünk, akkor csak az alakú tagokat kell vizsgálni, hiszen az 


A 
H—1i 





[1-ék 5 1-től is az 1 szám é sugarú környezetében vannak. Az SOTOZAT- 


1 
l ; . .. 
hoz V-nek az — -nál nagyobb természetes szárnok jók. Vegyük figyelembe, 
E 


1 
hogy ezek a tagok csak a páros indexűek, így az— -nál nagyobbnak választott 
z 


térmészetes szám kétszérésé lész jó küszöbindeéx. 


8. Igazoljuk, hogy az a, — c egyenlőséggel definiált sorozat, ahol c tetsző- 
leges valós szám, könvérgéns és lim a, — c. 


m-t ünn 
Megoldás: 
Az állítási— bármennyire nyilvánvalónak is tűnik -—— ellenőriznünk kell, 
hogy a definíciónak valóban megfelel-e. £- 0-t választva N-nék 1 is választ- 


ható, hiszen a sorozat minden tagja benne van c szám § súgarú környeze- 
tében. Így a /! sorozat könveérgenciáját í5 igazoltuk. 
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"1 
9, igazoljuk, hogy lim —— 56. 
E jálttla 3.kIl 

Megoldás : 


t e0-bhöz keressünk jó 9-et. A 


it 








ii — tai t-t 
831 m-41 mal 





egyenlőtlenséget kellené megoldanunk H-re, ami elég nehézkes munka volna. 


11 
F helyett csináljuk a következőt : az szármot növeljük úgy, hogy lehe- 
f 


34I 
töleg egyszerű kifejezést kapjunk. Ha a növelt értéktől követeljük meg, hogy 
£-nál kisebb légyen, akkor nyilván az eredeti is kisebb lesz, mint €, vagyis : 
(32) n 1 sz 
mm ms -— E — sz E, 
mál ma 
l 
A (37) és igy a (3) egyenlőtlenség 15 telresiil, ha x—— , ezzel az állítást iga- 
E 
zöltuk. 


A 8. feladat mégoldását a következő ötlettel is elvégezhéttük vólna: 
mivel fennáll a 


7 1 
az — 
mal a 


! 


(33) 0 





egyenlőtlenség és az egyenlőtlenség két , szélén" álló sorozat 0-hoz tart, 
ezért a középén álló sorozat határértéke 15 0. Mutassuk meg, hogy ez az 
ötlet valóban használható, vagyis igaz a következő állítás: 


10. Tegyük fel, hogy minden s1£ Tre: 
GE EC, 
és um a — lim c ,—a. Mutassuk meg, hogy ekkor lm b — a is fennáll. (Ez 


ize ten meta neti 


az. állitás az ún. , rendérszatály", Az elnevezést az indokolja, hogy ha a és 


c, két arendőr" és 0, a , letartóztatott", akkor 4. 15 kénytelen , oda tartani", 


ahova a két , rendőr" tart.) 


Igazoljuk továbbá, hogy ha a 6 minden r-re, akkor líim a slim 8, is 


H-t ur H-t az 


fennáll, ha a határértékek léteznek. 
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Megaldás . 


Legyen adott 2-0 és mutassuk meg, hogy ehhez van megfelelő /V kü- 
szöbindex a 5, sorozatra. 

A feltételekből következik, hogy az a-nak adott e sugarú környezetében 
egy alkalrnas /v.-től kézdvé az (a, ) tagjai és egy alkalmas fvyrtöl kezdve a 
(b,) tagjai ís benne vannak. Ha V-nek az WV, és V. közül a nagyobbikat vá- 
lasztmuk, akkor innén kezdve az a,-ek ís meg a c.-ek is, dé akkor a köztük 
levő b.-ek is az a szám € sugarú környezetében vannak és ezt kel! igazolni. 

A második állítás igazolására indirekt módon legyük fel, hogy az álli- 
tással ellentétben ; 


im a az lim 4 sb. 


Ha aa Fi intel - 


Ekkor az 


a— b 





—es-ő-hoz tartozó NN, és V, indexeket keresve aza, és b. 


sorozatokra azt kapjuk, hogy ha s--max (V, Vh akkor a, az a szám, 
b, pedig a b szára z sugarú környezetében van, tehát a, :-b, , ami ellentmond 
a feltévésnek. 


, Ebből az ís következik, hogy egy sorozatnak csak egy határértéke lehéz, 
hiszen ha a —a és a-b ís igaz, akkor a Eg miatt azbés bsa is fennáll, 
ebből pedig a— b következik. 

Égy adott sorozatnak egy részsorozatát kapjuk, ha az eredeti 


sorozatból elhagyunk tágokat úgy, hogy még mindig egy sorozat 


. l Au ez 1 
maradjon. Az (5) sorozat például részsorozata az (5) SOrO- 


zatnak. 


11. Tegyük fel, hogy az (a) sorozat konvergens, im a a és az (a, ) 


rt an 
sorozat részsorozala az (a )-nek. Igazoljuk, hogy ekkor (ag, ) is konvergens 
sorozat és lm a —a 


k— an 


Megeldas: 


A határérték definiciója szérint az a szám tétszőléges környezztén kívül 
az (a) sorozatnak csak véges sok tagja van. Nyilván ugyanez igaz az tan) 
sorozatra 15, hiszen ennek tagjai az eredeti sorozatnak is tagjat, 


Vizsgáljuk meg most közelebbről a g) és k) sorozatokat. 
Ezekre az a jellemző, hogy tagjaik akármilyen nagy számnál 15 
nagyobbak lesznek, ha elég messze megyünk a sorozatban. 


Az ilyen sorozatokról azt mondjuk, hogy - sc-hez tartanak, a 
tágabb értelemben vett határértékük - es. 

Az (a,) sorozatról akkor mondjuk, hogy 4 v-hez fart, ha ter- 
szóleges P vallás számhoz van olyan N index, hogy Íta nz-N, akkor 
a: B. 


12. Igazoljuk, hogy a g) és kX) sorozatok -- sa-hez tartanak. 


Megoldás: 
Elég megmutatni, hogy P:-0-hoz van megfelelő NY küszöbindex, hiszen 
ha Pel, akkor Y7-1 már jó. A 
HAH 
P-n 


108 


egyenlőtleriség teljesül, ha ILÖ"9P- x, Igy V-nek i1ó a 10éP után következő első 
egész szám, 

A k) sorozat a g) részsorozata, hiszen úgy származtatható, hogy g)-ből 
csak azokat a tagokat hagyjuk meg, amelyek számlálója né- L08 alakú. 
Elég tehát azt igazolni, hogy egy — eshez tartó sorozat részsorozata Is 
4 es-hez tart. Ezt a 11. gyakorló feladathoz hasonlóan lehet mégmutatni. 


Egy (a, ) sorozatról azt mondjuk, hogy — -e-Ítez tart, lim a, — 


Het ém 


— — cs, ha minden P valós számhoz van olyan N index, hogy ha 
n:N, akkora s P. 


Például az a ——ir! képlettel definiált sorozat — ss-hez tart, mert a 
—is — nez P 


egyenlőtlenség teljesül, hacsak uz -—p fennáll. 


Feladatok 


I I ni Í 
13, Igazoljuk, hogy am JET 7 


Állapítsuk meg a következő sorozatokról, hogy könvergen- 
sek-e és ha igen, mi a határértékük : 


14. a —Vn11—Fn. 


3 Határértékszármitás 35 


1-3:-5"... "(2n—1) 
ECET EKNTGYEE (1. a 10. feladatot). 


1 14n 
16. 2 Ete [1- 7) a 
H 


17. a) Bizonyítsuk be, hogy ha lim a,—a és c tetszőleges 


nt az 


15. as 





valós szám, akkor hm c :"-a — ca. 


Het an 


b) Igazoljuk, hogy ha hm a,—a és c tetszőleges valós szám, 


net a 


akkor lim (c-ta,)— c a. 


Mt sz 


18. Igazoljuk, hogy az a — Va sorozat, ahol az-1 konvergens, 
és számítsuk ki a határértékét (1. a 8. feladatot). 


19. Igazoljuk, hogy az 


1 1 
a, 13—-—t...t— 
2 Ft 


sorozat --se-hez tart (alkalmazzuk a 7. feladat eredményét), 
20. A Bernoulli-féle egyenlőtlenség felhasználásával igazoliuk, 
hogy ha g5- 1, akkor hm g"sz-t es, 


ind 
21. Az előző feladat eredményének felhasználásával igazoljuk, 
hogy bm ag7"—0, ha [g]— 1. 
22, Egy sorozatot a következő rekurzív definícióval adunk 
meg. 
ap, a. 1 És 
deti 
d.17 Az. 
Adjuk meg képlettel a,-et és határozzuk meg lim a, értékét. 


HE aa 


. 23. Legyen Ig]- 1 és határozzuk meg a 
lm (1-Hg-t ...t ag?) 


Het 


határértéket. 
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24. Igazoljuk, hogy ha az (a,) és (b, ) sorozatok konvergensek 
és a határértékük egy közös a szám, ekkor a két sorozat , össze- 
fésüléséből " keletkező 


éj bi; da, Da; 7 a an LA NAA B, mmm 


sorozat is konvergens és határértéke ugyanaz az a szám. 


25, Egy egységnyi oldalú négyzetet 9 egybevágó négyzetre 
bontunk, ezek közül a középsőt beszínezzük. A második lépés- 
ben a megmaradó nyolc kis négyzet mindegyikét 9 egybevágó 
négyzetre bontjuk, majd mindegyikben a középsőt ismét be- 
színezzük. Az eljárást így folytatjuk. Mekkora lesz az n-edik 
lépés után beszínezett részek területének összege? Jelöljük s -nel 
az n-edik lépés után fehéren maradó rész területét. Határozzuk 
meg lim s, értékét. (A 9. ábrán az eljárás első két lépését szem- 


met sa 


léltettük,) 





(RA 
TT 
VAA 2 AR I JER ! 

PL ELLEELLI 3. ábra 

26. Egység sugarú körbe szabályos nyolcszöget írunk. Ki- 
választjuk a nyolcszög egyik csúcsát; ebből a szomszédos csúcs- 
ba húzott sugárra merőlegest állítunk. A merőleges talppontjá- 


ból ismét merőlegest állítunk a következő csúcsba húzott sugárra. 
Az eljárást így folytatjuk, mindig azonos irányban haladva. 
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Határozzuk meg az n-edik és n-4- 1-edik lépésben kapott talp- 
pontokat összekötő szakaszok hosszát! Jelölje s, az első n lépés- 
ben kapott szakaszok hosszának összegét. Számítsuk ki lim s, 


H-t sa 


értékét! (A 10. ábrán az eljárás első 10 lépését szemléltetjük.) 





S. me 10. ábra 


4. Műveletek konvergens sorozatokkal; 
monoton sorozatok 


Kézenfekvő gondolat megvizsgálni azt a kérdést, hogy szabad-e 
konvergens sorozat tagjaival műveleteket végezni, azaz Igaz-€ 
az, hogy ha konvergens sorozatok tagjaival műveleteket végzünk, 
akkor ezek a műveletek , öröklődnek" a határértékre 15. A kér- 
désre igenlő választ adhatunk. 


Igazoljuk ezt gyakorlásképpen az összeadás műveletére. 


Gyakorló feladat 
13. Igazoljuk, hogy ha lim a,sa és tm £.—b, akkor lim fa, tb) 


rT7-v a. 1 sali " 5) m-t 
zítin 


jó 


Megoldás : 


Azt kell megmutatnunk, hogy tetszőleges e2-0-hoz van olyan WV, hogy 
ha r-V, akkor 


(349 1 (a-b )—farb) [s E. 
A (34) egyenlőtlenség bal oldalát Így becsülhetjük felülről: 
(39 [íg t41—let bh] S1la—alt]4—6b]. 


Mivel ag, eaésb -a, azadott €-hoz van olyan 9), al. 9, küszöbindex, hogy 
ha n—N, akkor 


e 
(30) la maloz: 
és ha n-N., akkor 

KE : 
(37) 15—bi sz: 


Így ha W-et az Ny, és X, közül a nagyobbiknak választjuk, akkor 17 9V-re 
(364 15 65 (37) is teljesül, de akkor (35), (36) és (37) alapján a (34) égyenlőr- 
lenség 15 igaz. 

Hasonló ötletekkel lehét igazolni a megfelelő állítást a többi műveletre Is. 


A sorozatoknak egy fontos osztályát alkotják az ún. moencion 
sorozatok. Egy (a) sorozatról akkor mondjuk, hogy meénoion 
növő (fogyód, ba minden nET-re fennáll, hogy ad, a s 
sza, 1). Ha az egyenlőséget nem engedjük meg, akkor szigorúan 
moncton sorozairól beszélünk. Monoton sorozatok könvérgeén- 
ciaviselkedését viszonylag egyszerűen el tudjuk majd dönteni, 
ehhez azonban még égy segédeszközre lesz szükség. 

Legyen HC Y (oly. : , H részhaimaza Y-nek", azaz a H elemei 
V-nek is eleme) és H nem üres halmaz. A H-ról akkor mondjuk, 
hogy felülről korlátos számhkalmaz, ha van olyan f szám, hogy 
H minden x elermére xzf. Hasonlóan egy HC Y nem üres hal- 
mazról akkor mondjuk, hogy alulról korlátos számhalmaz, ha 
van olyan a szám, hogy H minden x elemére xza. Egy szám- 
halmazról akkor mondjuk, hogy korlátos, ha alulról meg felül- 
ről is korlátos. Például az N halmaz (a természetes számok hal- 
mazaj), ami! része a V-nek (H-V) alulról korlátos, pl. alsó kor- 
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latja az 1, de felülről nem korlátos. Az 5 alakú számok halmaza, 
ahol ne T alulról is meg felülről is korlátos, mert felső korlátnak 


jó például az I, alsó korlátnak pedig a 0. Az 1 alakú számok 
halmaza tehát korlátos halmaz. " 

Egy felülről korlátos halmaznak nyilván végtelen sok felső 
korlátja van, hiszen ha egy szám jó felső korlátnak, akkor min- 
den, /-nél nagyobb szám is jó felső korlátnak. Egy adott, felülről 
korlátos számhalmaz felső korlátai között mindir van legkisebb: 
ez jellemző tulajdonsága a valós számok részhalmazainak, 


Gryakorló feladat 


14. Tégyük fel, hogy HCY, H nem üres és felülről korlátos. Mutassuk 
meg, hogy van olyan A szám, ami a H halmaznak felső korlátja és a H bár- 
mely felső korlátja nagyobb vagy egyenlő, imint fr. Ezt a A szárnot a H hal- 
maz felső harárának nevezzük, jele: sup H (olv. szüprémurn H). 


Megoldás: 


A bizonyításhoz a Cantor-axiómát használjuk fel. Legyen a, olyan szám, 
ami H-nak ném felső korlátja (ilyen van, mert ha xC H, akkor bármely ay-ax 
szárri jóp és b, egy felső korlátja H-nak (lyen is van, mért feltettük, hogy H 


att 
felülről korlátosi. Feleézzük meg az [ap b] intervallumot. Az —— felező- 








H ait b, 
2 
44—4-04—00—8—— ep 
etni F ba By 


íl. ábra 


pontról vizsgáljuk meg, hogy felső korlátja-e H-nak vagy ném. Ha a felező- 





ajrtb 
pont felső korlátja H-nak, akkor legyen 3.— üp És 857 Lo. , ha nem, 


d! 





d -t 
akkor legyen a, — ] 7: b.z b, és az [a., ba] intervallammal folytassuk az 


eljárást (11. ábra). 


3ú 


Ha már megtaláltuk az Íg,, b.i intervallamot, akkor vizsgáljuk még az 


ant 0n felezőpontot. Ha ez felső korlátja H-nak, akkor légyen a..1— 7, és 





a tb. 0, 
, ha nem, akkor légyen d, 7 ésb 75, Az eljárást 


ezután az far. 944.) intervallummai folytatjuk. 


ajrtb, 





feni Hi 


Így minden ni természeétés számhoz rekurzív definícióval hozzárendeltünn 
egy Íz.. b] intervallumot és ezek nyilván ,égymásba skatulyázott ILLET - 
vallumsorózatot alkotnak. A Cantor-axlióma szerint ékkor van közös pont- 
juk: 4. Tegyük fel, hogy A-n kívül van egy másik, mondjuk §p-cA közös 
pont is. Ekkor nyilván minden s-ré teljesülnie kel! a 


39  £-—-a Ah AÚ 


h-—h, 
a, szett tátveae b. 
Ja e 
h.—ű, 1 2 . ka) ra 


egyenlőtlenségnek (12. ábra). A 4,— a, különbség viszont, ami az [d.. 5. 
intervallum hossza, igy irható fel: 





b. —g 
hb -g s 1 1 


H 1: S "ni : 


hiszen az [a,, b.] intervaliumot az [a , by]-ből 1—1-szeri egymást követő fele- 


n-] 1 i 
zéssel kapjuk. Az G) r-t sorozat 0-hoz tart (I. a 20. feladatot; és 
b —aj 


m-1 





igy —e( is fennáll. Ez azt jelenti, hogy $.— a, akár milyen kis pozitív 


számnál, így 4— hy-nél ís kisebb lész, ha "a elég nagy, ez pedig ellentmond 
(38)-nak. Így A az egyetlen olyan szárn, ami mindegyik [a,, 5,] intervalium- 
ban benne van, Megmutatjuk, hogy : 

h—súup H. 


Először azt lássuk be, hogy / felső korlátja a H-nak, Ha éz nem Igaz. 
akkor van olyan xEH, hogy xs. Az [d.. $.4 intérvallamok defniciíya 
miatt viszont a zf mindén s-re és 54, s.x, Így azi kaptuk, hogy 
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TNNGNNNNN 
b—a Ex—h-h 


minden n-re. Ez ellemmond annak, hogy £ —a —ü; 4 tehát felső korlána 
H-nak. Teéljésén hasonlóan lehet megmutatni, hogy § a legkisebb a felső 
korlátok közül, tehát valóban H felső határa ícsak azt kell észrevenni, hogy 
ha 7 egy felső korlátja H-nak, akkor fa, minden st-re), 


Jelöljük az (a,) sorozat elemeiből álló számhalmazt fa,)-nel. 
Például az a —2 defimícióval megadott sorozat elemeiből álló 
számhalmaz a f21 egyelemű halmaz. Ha az la.) számhalmaz 
felülről korlátos, akkor azt mondjuk, hogy az (a ) sorozat felülről 
korldtos. 


15. Igazoljuk, hogy ha (a) monoton növő és felülről korlátos sorazat. 
akkor konvergens és 


hm a —sup(a, 4. 


FH —t En 


Megoldás: 


Jelöljük sup fa, 3-et a-val. Azt kell megmutainünk, hogy az a szám 181- 
szőóleges környézetén kivül az (a ) sorozatnak csak véges sok eleme van. 
Adjunk mee egy tetszőleges ez 0-t. Az a szám £ sugarú környezete az (g— tt, 
4-£) intervallum. Mivel a— e—a, az 2—£ nem felső korlátja az (at hal- 
maznak, tehát van olyan NY index, hogy a— egy. Az (a, ) sorozat azonban 
monoton növő, így minden n-/V-re a sdy, tehát az 


tag) 4—E-g 


egyenlőtlenség méginkább igaz. Másrészt a Sa minden 11-re fennáll, mert 
a felső korlátja az ta, : halmaznak, téhát 


40) ag eade 


is teénnáll minden s-re, vagyis az n5-/V-ekre is. A (39) és (40) egyenlőtlénsé- 
gek azt mutatják, hogy n-9V-re az (a, ) sorozat tagjal mind az a E sugarú 
környezetében vannak, tehát a határérték valóban a. 


A felső határ definiciójához hasonlóan vezethetjük be egy alul- 
ról korlátos halmaz alsó határának fogalmát: ha H egy alulról 
korlátos halmaz, akkor alsó korlátai közül a legnagyobbat H 
alsó harárának nevezzük és inf H-nak (oly. : inűmurn H) nevez- 
zük. A felső határ létezésére vonatkozó eredményünkből már 
következik az alsó határ létezése is. 


4Ű 


A monoton növő, felülről korlátos sorozat koönvergenciájához 
hasonlóan igazolható az 15, hogy minden monoton fogyó, alulról 
korlátos sorozat konvergens és harárértéke a sorozat elemeiből 
álló szaámhalmaz alsó határa. 


Gyakorló feladatok 


7 


1 H 
16. Igazoljuk, hogy az ( 5) sorozat konvergens, 
FT 


Megaldás : 

Í H 
A 2, feladat állítása éppen azt mondja k:, hogy az Í 1-4-— scrozat mano- 
MH 


tán növő. A 4, feladat eredménye szerint viszont a sorozat felülről korlátos 
15, felső korlátnak jó például a 3. Ekkor viszont a 15. gyakori feladatban 
bizonyított tétel szerint a sorozat könvergens. A sorozat határértékét e-vel 
jelöljük, téhát az e szám definiciója : 


1 
ez hm (15) ; 
N-t ez ? 


Az e-ről igazolni lehét, hogy irracionális szám, söt transzcendeny 15 (vagyis 
nem gyöke égyetlen egesz együtthatós egyenletnek sem). Az e érteké tíz 
tizedesjegy PONtOsSsSÁRIE : 


ezz2 7182818285. 
17. Igazoljuk, hogy az Fr sorozat konvergens és határértéke 1. 


Megoldás : 


Á sorozat első 5 tagja a következő : 


ENNE TERNEK AR 
1, V3, K3, Y4—- 2, WS. 


Az 5. feladat eredménye alapján a sorozat a harmadik tagtól kézdve mor 
noton fogyó. A sorozat konvergens vagy nem könvergens jellegét nyilván 
nem befolyásolja lényegesen az első két tag; ezeket el 13 hagyhatjuk. Álta- 
lában is könnyű végjegondolni, hogy egy sorozat könvérgénciája és határ- 
érteke nem változik, ha véges sak tagját elhagyjuk vagy mégyváltoztatjuk. 


Fi É nkeni 
Az Vnz1 egyenlőtlenség a sorozat második tagiától kezdve nyilván igaz. 


4l 


A sorozat tehát monoton fogyó és alulról korlátos, vagyis könyergéns. 
ij —-— 

A sorozat határértékét jelöljük a-val: FK r—-a, Az a számról azt már tudjuk, 

hogy sz1. Használjuk fel azt a tényt, hogy egy könvergens sorozat minden 

részsorozata is könvérgéns és ugyanaz a határértéke, mint az érédeti $0ró- 


rag 
zatnak. Vizsgáljuk a páros indexű részsorozatot, azaz a V2n sorozatot: 
éri b Vs- 
(AD) V2ney2: FO Vn. 
A (41) egyenlőség bal oldalán álló sorozatra az előbbiek miatt igaz, hogy : 


ved 
lm Fgnsza. 


H7Yia 


kt tt 
A jobb oldalon líim F2-1 (I. 17. feladat) miatt a K2 sorozat ís 1-hez tart. 


He na 


MM c AR ; — 
Az Vrn—-a és az1 összefüggésekből következik, hogy Vizy tehát 
a (41) egyenlőség két oldalának határértékét nézve az 


a— Fa 


egyenlőséghez jutunk, innen vagy azi vagy a—0 következik, Mivel az], 
az az ését ném lehet igaz, így azt kaptuk, hogy : 


me 
lm Vn-1. 


H-t et 
13. Igazoljuk, hogy az 
ajs V2, 
d.417 V2- a, 
rekurzív définícióval megadott sorozat konvergens. 
Megoldás : 
Írjük fel a sorozat első néhány tagját: 
V27 V2avz V2eV2zv2, V 24 V2-V2zy2, 


Ezeket vizsgálva az a séjtésünk alakul ki, hogy a sorozat monoton nő. [ga- 
zoljuk ezt teljes indukcióval: 


42 


ür Ed 
mert 
4-2 2 V2-a3. 
Tegyük fel, hogy a, sa, , , fénnáll. Ekkor az egyenlőtlenséggel való számo- 
lás szabályai szerint 
a tiegyit2 gzzya paca a t27a 4 
is igaz és éppen ezt kellett megmutatni. 


[Igazoljuk még, hogy a sorozat felülről korlátos, aps2 nyilván ígaz. Te- 


gyük fel, hogy ag — 2, ekkor a 4 j— V2-ra,-z F2t23szV4r:2, tehát a 2 felső 
korlátja a sorozalnak. Most már csak a határértéket kell kiszámítani. Eh- 
hez írjuk fel a definiáló egyenletet: 


(42) a izF27- a. 


A (42) egyenlőség mindkét oldalának vegyük a határértékét. Ha a a, 
akkor nyilván a, s1-ra így (42)-ből azt kapjuk, hogy az a hátárérték az 


a- V2ta 


egyenlet gyöke. Ez a gyök: az 2 (azr— —1 nem jó gyök! h tehát a sorozat 
határérteke 2. 


Feladatok 
27. Igazoljuk, hogy ha lima -—a és limbo-b, akkor 


Het as Het na 
hm a b zab. 


(nak) 


28. Bizonyitsuk be, hogy ha ilim a a, 17, akkor van olyan 


me" s 


N , hogy minden n:-N-re a, 5 ü. 
29, Tegyük fel, hogy hm a —a ésa 50. Ekkor az előző feladat 


H-t sra 





szerint az sorozatnak legfeljebb véges sok tagja mines ér- 


H 


telmezve, ezeket hagyjuk el és jelöljük Így a megmaradt sorozatot 
15. Mutassuk meg, hogy ekkor lim I . Helyettesíthető-e az 


met. d a 


a 0 feltétel azzal, hogy a 50 minden n £ T-re? 
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30. Igazoljuk, hogy ha lim a, —a, a, z0, akkor lím Va Va. 


H-t az HT ém 


nti 
31. Igazoljuk, hogy az (15) sorozat monoton fogyó és 


: 1 n--l 
hm (15) meg. 
HT sz n 


32. Határozzuk meg a következő sorozatok határértékét: 


2 3) 
b) (1 3 
I 
c) (- Ti É 
k ,, 
d) (uj, ahol k tetszőleges egész; 
e) ( 4): ahol k tetszőleges egész (k- 0); 


fi) (14 91 , ahol r racionális szám. 


33. Legyenek aj, d2, .... d, nemnegatív valós számok. Bizo- 


fi 
nyítsuk be, hogy az Fa34 ...4 a? sorozat konvergens és adjuk 


meg a sorozat hatarértékeét. 


34. Számítsuk ki a következő sorozatok határértékét: 
4-4 222... krt 


c) 13-31-54... 4(2n- 1, 


r3 j 
d)  Y (0k42—2Ykt14-Ek); 
kai 
1 1 1 Lo 
8) Tteztzate tmp 


2k--1 
) 2 EKET 


35.a) Igazoljuk teljes indukcióval, hogy tétszöleges, rögzített 
ked és minden n€ 1-re fennáll a következő egyenlőtlenség: 


1 1 
—- n nktil k [a k ! SNS k-r1 
7 Tr? -21"42"-4-3 t...HŰZLT jrírr . 


b) Számítsuk ki a 34. al és 5) feladatok általánosításaként 
adódó 


18225-E...bn? 
neti 


sorozat határértékét, ahol k tetszőleges, rögzített természetes 
Szár. 


36. Igazoljuk, hogy minden rögzített Kk természetes számra 
igaz Az 


1 1 
egyenlőtlenség. 


37. [Igazoljuk az előző és a 12. feladat felhasználásával, hogy 


imlnnd jók ll 
jelöl tirT-- MT) S é. 


38, Az előző feladat felhasználásával igazoliuk, hogy az e szám 
irracionális, (Indirekt úton bizonyítsuk!) 


30, A következő sorozatokról mutassuk meg, hogy konyvér- 
gensek és határértékük 0 (az-1 valós szám, k rögzített, termé- 
szetes szám) : 


a" 
a) nr? 
b. 
H 
b) az? 
K 
H 
c) ni? 
n! 
d) 


40. Legyen az-Ü rögzített valós szárn. Definiáljuk az (d, ) 50ro- 
zatot a következő rekurzióval : 


ajz0 tetszőleges valós szám, 


l di 
di 72 dt a. : 


Igaz oljuk, hogy: 
a) a EVa, ha nz2; 


b] aza ha nzZ; 


negrir 


c) lim a,—Va; 


HO sar 


- (a,—Fay 
d) dni TT Vazze , 
je (a, Vay . 
dagat haz , 


7 


e) a d) feladat erediményének felhasználásával adjunk becslést 
az a, — Ya eltérésre; 


f) ha a—5 és aj— 3, akkor az fa) sorozat hányadik tagtól 
kezdve fogja a 45-öt 10-!-nél kisebb hibával megközelíteni? 


4ó 


41. Legyen a- 0 rögzített valós szám. Definiáljuk az (a,) s0- 
rozatot a következő rekurzióval: 


a zú tetszöléges valós szám, 


l d 
a.r 3(2945). 


Igazoljuk, hogy: 


3 
al a zVa, ha Hnz2: 


by a za. ha nE2; 


3 — 
c) lim a,—Va; 
d) keressünk becslést a, és a eltérésére! 
42. Legyen a 0 tetszőleges valós szám, Vizsgáljuk meg az 


ajz Va, 


8-1 -Fdar HE, 


rekurzív definicióval megadott sorozat konvergenciaviselkedését 
és ha konvergens, keressük meg a határértéket. 


43. Legyen a-Ú és döntsük el az 
dj — Va, 


d 41 Fa" d, 
sorozatról, hogy konvergens-e. Ha igen, mi a határértéke? 


44. Igazoljuk, hogy a következő rekurzív definícióval meg- 
adott sorozatok könvergensek és számítsuk ki határértéküket: 


h 1 af 
aj aj72 a ta zata ; 


bi ajmú tetszőleges, aZ 


47 


45. Legyenek 0-—b-za tetszőleges rögzített valós számok. 
A. következő rekurzív definícióval egyszerre adunk meg két soro- 
zatot: 





TEazoljuk, hogy 
a) a, monoton fogyó, 5, monoton növő; 
b) aza, és b, számok mértani közepe minden H-re ugyanaz; 


a,—b, . 
a 4 





c) Oda bagi s 


d) tm a,—hm b. —-Fab 


H-t a FE mez 
4ó. Legyenek 0—b- a rögzített valós számok. Legyen; 


dd, 
b.- b, 


dt b, 
d. 31 - ,. j 


bab; 


Bazoljuk, hogy (a, ) is és (b, his konvergens sorozatok és lm a — 


H-t szaz 





47. Jelölje k,, ill. K, az egység sugarú körbe, ill. egység suga- 
rú kör köré írt szabályos a"tiszög kerületét. Így például 


kiz4y2 és K,—8. Igazoljuk, hogy 


da 


a) Kai ak, és K, harmonikus közepe, k, , ja k,és K, , , mér- 
tani közepe; 


b) K, monoton fogyó, alulról korlátos, k, monoton növő, 
felülről korlátos sorozat: 


c) imkilm KK. 


R-t am FH" t s 


48. razo hogy az 


fhd- ga 


sorozatnak minden rögzitett x-re van véges határértéke. Vázol- 
juk fel az f(x), f(x) és lim f (x)— f(x) függvény képét. 


49. Igazoljuk, 198y az 
x9"—x7 


149—-É ÉT 


sorozatnak minden xz-0-ra van véges határértéke. Ábrázoljuk 
az f(x hm f(x) függvényt. 


H-t ém 


DJ0, Mutassuk meg, hogy az 


1497 Ki 


sorozatnak xzü esetén van véges határértéke. Ábrázoljuk az 
fegs hm f(x) függvényt. 


t-t 


51. Igazoljuk, hogy minden sorozatnak van monoton rész- 
sorozata. 


52. Bizonyítsuk be, hogy minden korlátos sorozatnak van 
konvergens részsorozata. 


a 53. Bizonyítsuk be az ún. Cauchy-féle konvergenciakritériu- 
mot: egy (a, sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha min- 
den 7-0 számhoz ván olyan N index, hogy minden nm, kz-N-re 
la — al. 
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654, Igazoljuk, hogy égy monoton növő sorozat vagy kon- 
vergens vagy -£ se-hez tart. Fogalmazzuk meg és igazoljuk a 
megfelelő álfitást monoton fogyó sorozatra IS. 


a 55, Az (a) és (b) sorozatok diívergensek. Lehet-e konyveér- 
gens az (a-b b,), ill. az (a,b, ) sorozat? 


-e 56, Az (a) sorozat konvergens, a (b,) sorozat divergens. 
Mit állíthatunk az (a,-- b, ), ill. (a,b,) sorozatrói? 


57. Az (a,b) sorozat konvergens és lim a,b,— 6. Mit állít- 
met 


hatunk az (a,) és (b,) sorozatról? 


58. Az (a,) sorozat konvergens és lim a,— 0, a (b) sorozat 


Her ea 


tetszőleges. Mit mondhatunk az (a,b, ) sorozatról? 


. . 1 
59. Igazoljuk, hogy ha hm la, [— tes, akkor lim —-—0. 


1lgaz-e az állítás megfordítása ? 
a 60. Igazoljuk, hogy ha egy sorozat elemeiből álló számhal- 


maz nem korlátos felülről, akkor van a sorozatnak -- es-hez tartó 
részsorozata. 


5. Példák a sorozat határértékének alkalmazására 


Azl. fejezet bevezetőjében már említettük azt a kapcsolatot, ami 
a végtelen tizedes törtek és a valós számok közt található. Most 
ezt a kérdést részletesebben mégvizsgáljuk, azaz igazoljuk ezt az 
állítást: minden valós szám előállítható végtelen tizedes tört alak- 
ban. 


Elég lesz csak a 0, 1] intervallumba tartozó valós számokat 
vizsgálni, az általános eset erre visszavezethető. 


Először azt a kérdést vizsgáljuk meg, hogy egy 
(43) 0, ajd,...a,... (Uza s9 egész) 


, végtelen tizedes tört"-nek nevezett jelsorozat milyen értelemben 
jelent valós számot. Nyilván logikus megállapodás a (43) alakú 
végtelen tizedes törtét a 


20 


e öt Blas SET MENNNNNT Tt. 
10 198 0 000 0 í0" 


sorozat határértékének tekinteni, amennyiben ez a sorozat kon- 
vergens. 


(44) b, 


Igazoljuk tehát, hogy a (44) sorozat könvergéns. A sorozat Monotot 





növő, mert minden 3-re baze , ahol a, , JE0, tehát Hz szü is 
igaz. A (bd korlátosságának igazolásához vizsgáljuk a 
9 §9 ag 
RÉTET ve. HET 
sorozatot. Nyilván minden At T-re igaz, hogy 
tám b se. 


A c, is monoton növő sorozat, ha tehát lim c, — e létezik, akkor c Ec, 


7 lt 
igy (45) miatt d Sc is igaz, tehát (4 ) monoton növő, korlátos sorozat, azaz 
könyergens. 


Azt kell még igazolnunk, hogy (c) konvergens sorozat. Végezzük el a 
következő átalakítást ; 


kj 1 1 
cl 14—4...4——T]. 
10 10 108 


Itt a zárójelben álló sorozat a 22. feladat szerint konvergens és határértéke 


Í 
[? gy 
16 
10 
. a 1 
lm e 55—r —— ——] 
1 emi 10 i 
]-— 
10 
A 60. feladat szerint az 15 igaz, hogy 
um 4 El, 
IT tn 


másrészt líim b. nyilván nemnegatív, tehát a (43) végtelen tizedes tört a defi- 


mg r FE éz r a r r 
niált értelemben valóban egy, a (0, 1] intérvallumhoz tartozó valós számot 
állít elő. 


Igazolható, hogy eredményünk megfordítása is igaz, azaz 
minden 0 és 1 közötti valós szám előállítható végtelen tizedes 
tört alakban. 


Gyakorló feladat 
19. Legyen xé[D, 1] tetszőleges valós szám. Igazoljuk, hogy x előálliít- 


ható 0, ap. . .a,. . . végtelen tizedes tört alakban, ahol 0--a, 59 egész szám, 
és az a. -ék között végtelen sok 9-tól különböző van. 


Megoldás: 


l 
k fela [0, Hint llumot az — , — , . . .,— számokkal és keressük 
Összük fel a [0, E] intervallum az TT TŰ 


- 1 a L mot ét aprl 
ki azt az fö hosszúságú intervallumot, amelyre Tr izáslő 





igaz, ahol 


a-b, 1, ..., 9 közül pontosan az egyik igaz (mivel xi, van ilyen aj); 


a, at] . 
ezután az E ] intérvallurnot csszuk fel 10 egyenlő reszre az 


a I a 2 § 
l . J dh4-— számokkal és keressük ki azt az Ad 





—--— , —H——, .. 
10 102710 10270" 10 108 102 
A sr 

hosszúságú intérvallurnöt, ameélvreé ÉL 22 ex al Ylhat illa . Az éllárást 

ü 10 10277 10 10 02 7 
korlátlanul folytathatjuk, ily módon minder r természetes számhoz hozza: 
rendelünk egy 

A B. e, 
úl 102 Lü" 


számot, ahol 0sza 59, egész és minden 12T-re: 
l 
46) 4áxzbh it — . 
(46) Ta 
A (b.) sorozat konvergenciája és a (dő) égyénlőtlénség miatt (4) határ- 


1 
értéke ris ) . Azt kell még megmutatnunk, hogy az a, számok között 


végtelen sak §-től különböző van. 
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Tegyük fel, hogy az előző konstrukcióval kapott végtelen tizédes tört 
ilyen alakú ; 


(479 0, apda... a 999 ..., 
ahol a, az utolsó, 9-től különböző jegy (csupa §-ből nem állhat a tizedes 
tört, mert ez az előzők szerint az 1-et állítaná elő és x-c1). Mutassuk meg, 


hogy akkor rosszul alkalmaztuk az eljárási és a (47) alakú végtelen tizedes 
tört helyett az x előállítása ilyen: 


(48)  x-—G, a da. . ap 000. . ., 


ahol a —ey:b1 és utána csupa 0 következik (a, 29, ezért a, 4159). 
Feltételünk szerint x-et a (47) alakú végtelen tizedes tört állítja elő. 
Ez a következő sorozat határértéke: 


b.--, ..., b—-idt...4— , 
1107 KET 10 


a 


Ber zbp b 10kaiTt KÉT zTÉ 


ET. , Baz b. TT 


továbbá 


I . A l 
kj 1 ma b 1 
Taat Tv aet 


18 


l 
Tok t Ta E jén . . ag a, 00. , .. 


mt 
10 E 


Tehát igaz a (ástegyenlőség isés a konstrukció £-adik lépésében ezt kapjuk : 


a 
ay a, tl d úp-b 2 





1. mat... FE , 
10 10 [6 10 


vagyis az előző konstrukció helyesen alkalmazva az x (483) alakú előálli- 
tásához vezet. 


A 19. gyakorló feladat gondolatmenetéből az 15 kiderül, hogy 
ha csak olyan végtelen tizedes törteket engedünk meg, amelyek- 
ben végtelen sok kilencestől különböző tizedesjegy van, akkor 
minden valós szám tizedestört-előállítása egyértelmű. Ha ezt a 
feltételt nem kötjük ki, akkor a véges tizedes törtekkel előállít- 


53 


ható valós számoknak lesz egy olyan tizedes tört alakja is, ahol 


egy heiytől kezdve csupa kilences számjegy szerepel, pl. 
01400... —0,13999. . .. 

A következőkben megvizsgáljuk a racionális számok végtelen 
tizedes törtekkel vaió előállítását. Szintén az I. fejezet bevezető- 
jeben utaltunk arra, hogy a racionális számok és csak ezek állít- 
hatok elő szakaszos végtelen tizedes törtekkel. 


b ej ri" r s a ME) . Er 
A g racionális szám végtelen szakaszos tizedes törtté alakítá- 


sának egyik módja, hogy a p: g kijelölt osztás elvégzését a szo- 
kásos módon korlátlanul folytatjuk. A következőkben egy másik 
eljárást fogunk ismertetni, 


(gyakorló feladatok 


Z0. Igazoljuk, hogy a 0.771212. .. szakaszos végtelen tizedes tört racio- 
nális számot állít elő. 


Megoldás : 


A 077122... tizedes tört alakban adott valós szám a következő halár- 
értékkel égyézik meg: 


77 , 12 12 12 
1— s: —— th — —— 12. tt S en s 
100 108 108102 Tt 108. 10672 


TT 12 12 ím fa 1 1 
— hH4-—-—— tk . . . F———i Í — 
100 104. 1027 (102yi-1 
77 12 1 7 12 
100 i0t 1 100 9900 
102 
Ezzel az állítást igazoltuk. 


21. Igazoljuk, hogy az x—0, ajga.. adjba. . bit. . bp... szakaszos 
végtelen tizedes tört alakban adott valás szám racionális. 


Megoldás: 


Az állítás bizonyítását a 20. gyakorló feladatban alkalmazott módszerrel 
végszhetjük. Az x valós számot egy sorozat határértékeként állíthatjuk elő, 
érről a határértékről kell mégmutátni, hogy raciónális szám. 
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éa. . d. bob... b bh... .b 


H—rra 10 tü rt d LN álazÉl 
ahol aran. . .gy, ill. bb. ..bp olyan tízes számrencszerben felírt számokat 
jelölnek, ameléeknek a jegyei sorra dj, . . ., ars UL 8j, . . ., br. Alkalmazzuk 


a 2ü. gyakorló feladat megoldásában bevált számolási , fogásokat" : : 


dda...ap tban. .Dp 1 l 77) 
X5-— gt —-— lim [ í14—6—tk...- mz 
10£ Tr tük Korea 10! ont I 





djda. . d bb... by 1 
gok 10£-tT 1 
10! 


. A182- 8 ko bba. . B; 
tat " Tokao - 1 


ami nyilván racionális SZAIT1. 
En: - 2. Ka, ; . hz , 
22. Allitsuk elő a TI racionális számot végtelen tizedes tört alakban. 


Megoldás; 


A 19. gyakorló feladatban leirt módszer itt is alkalrmazható, ebből azon- 
ban nehezen tudnánk következtetni a kapott végtelen tizedes tört jellegére 
Ehelyett egy másik, gyorsabb eljárást adunk meg. 


Bővítsük az adott törtet úgy, hogy a nevező alkalmas £-ra 10f—1 alakú 
2 
légyen. A TI esetében nyilván jó lesz, ha 9-cel bővitünk : 


2 18 18 
11 99  10£-17 


Ezután végezzük el a következő átalakítást: 








2 18 ti 
1 102 1 
10 
HGY l MENNE 
ÁZ ; kifejezés az itt a MÉTTEZEET sorozat halárértéke, tehál a 


10 
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konvergens sorozatokkal végezhető műveletek felhasználásával 


2 j; 18 u. 18 a 4 18 
—— ém hn l—-— e-t — it... TtT-— — 1, 
11 naon KI ü088 day 
" 
ami azt jelenti, hogy a Ti tört keresett végtelen tizedes tört alakja a kövelke- 


kező szakaszos tizedes tört : 
2 
— ÜL 1318. ... 
11 


23. lgázóljuk, hogy ha g és 10 relativ primek, azaz legnagyobb közös 
csziójuk 1, (g, 10j—1, akkor van olyan s szánt, hogy g5—10£—1—98. , 8 
(xx db kilences számjegyből ál! a szám). 


Megoldás : 
Írjuk fel a következő g db számot: 
g, 99, 999, ..., 89... .3, 


ahol az úrolsó szám ag db 9-es számjegyet tartalmaz. Két éset lehét; vagy a 
felirt a darab szám között van olyan, ami g-val osztható, vagy nincs. Az első 
esetben igaz az állítás. A második eseiben kell, hogy legyen a felírtak között 
két olyan szám, ami g-val osztva azonos maradekot ad (g-val való osztáskor 
csak a 0, l, ..., g—1 számok adódhatnak maradékkém és a felirt 9 darab 
szárn között most nincs olyan, ami 0-t ad maradékulj. § két szám különb- 
sége nyilván osztható g-val És 


999... .90,..0759...9- 10...0 


alakú. Mivel 10 és g relaigy primek, g csak úgy lehet osztója a szorzatnak, 
ha a 98. . .9 alakú tényezőnek csztója ; ezzel izazoltuk az állítást. 


24. Igazoljuk, hogy ha —5—-g, valámint g es 1Ú relatív brirnék, akkor 
? felírható tiszta szakaszos végtelen tizedes tört aiakban. 
éf . 


egaldas 
Az előző feladatban igazoltuk, hogy az adort 3-hoz van olyan s szám, 


hogy gs 510f—1. Bövítsük ezzel az $-sel a törtet és végezzük el a köver- 
kező álalakítást : 


- S a a — em : 





1 1 b 
ÁZ szám az 1tf— 4... Te — MENNE s? 
1 198 Tergeezi sorozat határértéke, a a tört 


ÚT 


tehát a következő alakban adható meg : 


PF im Pp F rt 4 
d nya AI 0 GY 


arm nyilván igazolja az állítást. 





25. Bizonyítsuk be, hogy ha 0-cp--g, valamint (ag, 104:-1, akkor a . 
g 
racicnális szám vegyes szakaszos végtélén tizédes törtté alakítható. 


AMegeldas : 


Válasszuk meg az ! számot úgy, hogy / primtényezői közt legleljebb a 2 
és 5 szerepeljen, 97—t-r teljesüljön, továbbá r és lú már relatív prirnek legye- 


p a r " r a ím a Fr fi 
nek. Ha r 1, akkor a — alkalmas bövitéssel véges tizedes törtté alakíthata. 
§ 
Ha r--1, akkor légyen s olyan szám, hogy £-s z 10/ teljesüljön és bővítsük 


a - törtet s-sel, majd végezzük el a következő átalakítást: 


ahol u nemnegatív egész szám és 0-—resr, Ír, re]. 


r 
Ebben az alakban - már a 24. gyakorlo feladatban megadott módszérrel 
Fr 


veetelen tiszta szakaszos tizedes törtté alakítható, ehhez 7t-et adva, majd az 


Tök számmal szorozva, vegyes szakaszos tizedes törtet kapunk. 


Gyakorló feladat 


1 l 
zZ6. lgázoljuk, hogy áz 1. 1-4- , 14-——— , 1 4———— , ... sorozat kon- 
1 1-1 1 
l t- — 
ho; - KNPNNNPNNNTNT 1-1 
serrens. Számítsuk ki a határértékét 15. 


Megoldás : 


A sorozat képzési szabályát a következő rekurzív definicióval lehet sza- 
batosan megadni : 


aj], 


kH 
dny1—-1r—. 
A 


Írjuk fel először a sorozat ebő néhány tagját két egész szám hányado- 
saként : 


13 


dg— 


EY B 
kr] 50 


l a 
AT" La Aasdrali aan üg" bg 7 


A kapott törtek azt sejtetik, hogy a fellépő nevezők sorozatára a következő 
képzési szabály ís érvényes ; 

ujzt!, 

4471, 

Tr izlá MT S 1" 


AZ u sorozat első 7 tagja: I. 1.2, 3, 5, 8, 13. így az a, sorozat séjtétt 
képzési szabálya : 


49) azért, 


Ha 


Igazoljuk ezt az állítást teljes indukcióval rz-1-re igaz. Tegyük fel, hogy 
(-re igaz az állítás, azaz (49) fennált. Az a, és az w, sorozat képzési szabálya 
szerint; 


1 u hj ndi! FENN?) 


Ha Het Húz Hazel 
vagyis az állítást igszöltuk. 

AZ u, sorozat igen nevézétes sorozat, az ún. Fibonacci-féle sorozat, ennek 
nagyon sok alkalmazása van. Az általunk vizsgált a, sorozat téhát a Fibo- 
nacci-sorozat két szomszédos tagjának hányadosa. , 

[Igazoljuk most az (a, ) sorozatról, hogy könvergens, Írjuk fel először 
külön-külön sorba az (a ) sorozat páratlan, ill. páros indexű tazokból álló 
részsorozatát és vizsgáljuk ezeket monotonitlás szempontjából : 


ll 3 0  § 421 
12 5 agg Ame nat 
(SÜ) AA A A t. k 
zZ 5 13 344 
— a mr — Z-t... rrd -ű a lna 
1 3 g 271 2 int2 
58 


[tt már egy sejtést is felírhatunk: a páros indexű részsorozat monoton 
foryó, a páratlan indexű részsorozat monütön növő és minden páros In- 
dexű tag nagyobb, mint bármely páratlan indexű. Igazoljuk ezt a sejtést 
teljes indukcióval. u1—1-re az állítás igaz, ezt (504-ből tudjuk : 


gizda ajzdy das 

Tégyük fel, hogy r-re igaz az állítás, azaz : 

Ö1) dr 7dzm dzn-i Sai Man agna2 
Igazoljuk, hogy rt 1-reé ís lennállnak a megfelelő 
Ó2) da Szer Gatt S gnág Bn 27 dana 


egyenlőtlenségek. Először (52]-ből az első egyenlőtlenséget igazoljuk (a) 


a a d F 


definiciójának felhasználásával ; 
l 


dony1 
Haag]: 


l 
14£—szl 





l 
--] tt — 


8n-I Ea 


Ún 4 — 17 élne 





1 


Az utolsó égyénlőtlenség az (51) indukciós feltevés szerint igaz és a lépések 
megfordíthatók, így (529-ből az első egyenlőtlenséget igazoltuk. (524 má- 
sodik egyenlőtlenségét hasonló módon írjuk ki: 





i 1 
I -—-—1-t 
éa dan 2 
dan dann 


ez viszont az (51) indukciós feltévés harmadik egyénlőtlensége szerint Igaz. 
Végül (52) harmadik égyenlőtlensége : 


l 


L -k a] -t 


Cn-l dan) 








Tart Bayt3 


ez pedig az (52) már bizonyított második egyenlőtlensége. 

Összegezzük, hogy mi kövétkezik az eddig bizonyitottakból!t Az (a) 
sorozat (a), .,) részsorozata monoton növő és felülről korlátos, mert pél- 
dául as: 2 égy felső korlátja, tehát konvergens. Az (as, ) alakú részsorozat 
monoton fogyó és alulról korlátos, mert például a,51 egy alsó korlátja, 
tehát konvergens. 
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Azt kell még igazolnunk, hogy a két részsorozatnak ugyanaz a határ- 
értéke, mert ebből a 34. feladat eredménye alapján következik, hogy az 
(a, sorozat is könvergens. 

Vizsgáljuk az as, és a. 


, különbségét a Fibonacci-sorozattal való kap- 
csolaz alarrán : 


2 
[En ils Ma yi —p Ha 
(533) da — pe e et; 


n att a 
tán Hag-l kanHana) 


Az (53)-ban szereplő utolsó tört számlálóját nz 1, 2-re kiszámolva azt 1a- 
láljuk, hogy 1-gyel egyenlő. Igazoljuk teljes indukcióval, hogy 


(54) zt ne —85—(- EV 


tebből az állítás — sz helyett 2-et téve — már következik). Az (544 egyen- 
lőség uzz]-re igaz, mert 


itt — 451 - 2—-]£—]. 


Tegyük fel, hogy (54) igaz és igazoljuk, hogy 1 helyett r1--1-re 15 igáz. 


(54) bal oldalán adjunk is hozzá és vonjunk is kit u, -et! 


2 
(55 tea -gten at mteagt 97141. 


Az (55) egyeénlőtlenségben kiemeléssel és az s, sorozat definíciójának feél- 
használásával kapjuk : 


z 
n1 Te 24 —t -19, 


nt mindkét oldalt —1-gyel szorozva az 


2 
Hap otn TT tn] —(— HD" 


egyenlőséget kapjuk és ezt kellett igazolni. 
Eredmény ünk szerint az (53) egyenlőség igy írható : 


1 





(561 Ed rgy — a — — . 
tak] 


4-r b so, Így H-t pt b se és az 59. feladat eredménye szerint -rÉl 





úztön— 1 
£56)-ból tehát következik, hogy az (aa) és (aa. ,) sorozatok közös határ- 
ertékhez tartoznak ; jelöljük ezt a-val. 
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Mint láttuk, ékkor 
ÍLTTI 7 -ű 
IT — rek 


is fennáll. Már csak a értékét kell meghatároznunk. A rekürziős definiáló 
egyenletből a-ra a következőfegyenletet kapjuk : 


1 
az] -t-. 
d 


14! 
Ebből, mivel tudjuk, hogy azt a EZ 





adodik (a 13.ábra szemlélteti az 


(al sorozatot És a-t]. 





az] a, ő az a.—2 
13. ábra 


Az előző gyakorló feladatban tulaidonképpen az 


l 
l 
l 
1434- . . . 


1-k 
17- 
1-4 





végtelen lánctört értékét határoztuk meg. 

A végtelen ldncetört általános fogalmát a következő módon k- 
het definiálni: legyen gy nemnegatív egész szám és g, (r-r-1-re) 
pozitív egész. Ekkor a 


1 
dit —— 


ELLENTET 
ÁZ ee 


szíirnbolik us kilejezést végtelen lánctörtnek, a gi, do, -..s dux ses 
számokat pedig a lánctört jegyeinek nevezzük. Igazolni lehet, 
hogy az 
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1 
az gitt 
dat 
dzt ... 4H— 
; da 
ún. véges lánctörtekből álló sorozat mindig konvergens. Ennek 
megfelelően a lim a, valós számot nevezzük az (57) alatti vég- 


He? em 


telen lánctört értékének. 


Az (a,) sorozat definíciójából látszik, hogy minden tagja racio- 
nális szám. Állítsuk elő a-et két relatív prim egész szám hánya- 
dosaként: 





a, En 
P MG 
A —£ törteket az (57) alakú végtelen lánctört közelítő törtjeimek 





A 
$ogzr 


nevezzük. A közelítő törtek sorozata — mint a következőkben 
látni fogjuk — monotonítás szempontjából általában 15 , úgy 
viselkedik" mint a 26. gyakorló feladatban vizsgált konkrét lánc- 
tört közelítő törtjeiből álló sorozat. 


Gyakorló feladatok 
37. Igazoljuk teljes indukcióval a következő összefüggéséket : 


ab Pas fisgdueztő u: 
bh 9.0 anna Ta: 
c Paz dni 7 nti nti. 


Megoldás : 


Ellénőrizzük, hogy a felirt összefüggések n—1-re igazak-e. Írjuk fel az 
első három közelítő törtet : 





fog 
9 17 
Ba l agit] 
0 ggg 


52 


PP 1 gjgedztáztdi 
4 g.gytl 
ú3 
Azt kell ellenőriznünk még, hogy a kapott törtek számlálója és névezője 
relativ prim. gy. 11—1 nyilván igaz. (gya: 41, 9) 51, 9211, végül 
ig tag 4114 gz 7283 41]— (gs, 92834 31)—(gz, 19—1. 


A kapott törtek tehát valóban közelítő törtek és az a), bi, valamint c) 
állítások helyessége 1— 1-re egyszerű számolással ellenőrizhető. 


Tegyük fel, hogy a), 4! és c) igaz és igazoljuk, hogy a megfelelő össze- 
rüggések u helyett 4-4-1-et téve is igazak. Figyeljük meg, hogy a — közelítő 
HT 


PF 
törttől a 





közelítő tört abban különbözik, hogy az első törtben szeérep- 
ati 


-et irunk. 





16 G,, helyébe itt mindenütt g.-k 
nkl 

Az imdukciós féltévés szerint alánectört (rt-t-zpredik közelítő törté igy 
irható : 
158) Fiy2 e. Énz data . 

Úna2  Ünaidnza tén 

A közelítő törtek szerkezetéből nyilvánvaló, hogy a P. 4 1 Pe. 14. 8 
02, kifejezésekben nem szerepel g. , 2. így az előző megjegyzés értelmében 
az (1- 3)-adik közelítő törtet (583-ból így állíthatjuk elő: 


PF 
(59) -— e. 
l 
03 € doszt —) 18, 


1-3 





Alakítsuk át az (59) törtet úgy, hogy felhasználjuk közbén az indukciós 
feltevést : 


Bars Ered tni 
Már csak azt kell igazolnunk, hogy a (60) jobb öldálán a számláló és a 
nevező relatív primek. Tegyük fel, hogy ez nem igaz és a (6(h jobb oldalán 


a számlálónak és a nevezőnek van !-nél nagyobb közös osztója: d. Ekkor 
d nyilván osztója volna a 


63 


(őly (B og ez tr 0842 szara tn Én e 


ii mt tr r2 7 ned nr 


kifejezésnek is. Ez viszont az indukciós feltevés szerint (— ÍV" l.gyel egyenlő, 
tehát ellentmondásra jutottunk, ill. a (ól) formula a c! azonosságot I5 
igazolja. 


28. Igazoliuk, hogy az (57) alakú végtelen lánctört páratlan indexű 
közelítő törtjei monoton növő, páros indexű közelítő törtjei monoton 
fogyó részsorozatot alkotnak és bármely páros indexű közelítő tört Mű 
gyobb, mint bármely páratlan indexű közelítő tört. Ezek felhasználásával 
mutassuk meg, hogy a lánctört közelítő törtjei konvérgéns sorozatot alkot 
nak. 


Megoldás: 


Először az előző feladatban igazolt al, 64 és c/ összefüggések néhány 
egyszerű következményét írjuk fel. Az a) és b) összefüggésékből nyilván 
következik, hogy : 


PpisPaz... zBz o. 
jee zi z 
A. c) összefüggés alapján rövid száruolással adodik még : 
ni 
(62) Paga Én AT . 
0.1 Ü, DO Li 


Írjuk fel a feladat első részének állítását : 


ÉS 


sa P 
át KGK SNS KE TÉL NEG AE 5 z EN 
(2 (2. KELETEN (241 

Áh A fi , 


2. 94 Om Ban 


A két szomszédos páratlan indexű közelítő tört különbségét (62) kétszeri 
alkalrnazásával tudjuk megbécsülni : 


Oni Bz-ai Biri Bzn 2zn r-t 
—] 1 


on Van Ún 3n— 1 


mert a (sorozat szigorttan monoton nő. Hasonlóan becsülhetjük meg két 
szomszédos páros indexű közelítő tört különbségét : 


Poina2 Pan Ponrz Final Pinat Par 





1 1 
MENNEK RÉ F§ 
Pm eza Bari 


Égy páros és egy páratlan indéxü szomszédos közelíté tört különbsége : 


PF PFP. Í 
(ép Ein hg. 
Pan 2zr-i zni 


áz eddigiekből következik, hogy a páros indexű közelítő törtek sorozata 


" L) e r nr rF fJ F 

monoton fogyó és alulról korlátos Í egy jó alsó korlát pl. 5). tehát kon- 
1 

vérgens. A páratlan indexű közelítő törtek sorozata monoton növő és felül- 


P 
ről korlátos (felső korlátnak jó pl. 2) tehát könvérgens. Ahhoz, hogy a 
2 


-£ sorozatról igazoljuk hogy konvergens azt kell még bizonyítanunk, hog" 
"AT 


két részsorozat különbsége 0-hoz tart. A (63) összefüggésből azonban ez 
nyilván következik, hiszen a 622 €2. cg, sorozat 4 se-hez, tehát a reciproka 
ú4-hoz tart. 


AZ irracionátis kitevőjtt hatvány szabatos definícióját IS A SOTO- 
zat határértékének fogalmával lehet megadni. A következő gya- 
korló feladatok ezt a definíciót készítik elő. 

Pozitív valós szám racionális kitevőjű hatványát és a tulajdon- 
ságait ismertnek tételezzük fel. Az irracionális kitevőjű hatvány 
definícióját az-1 valós alap esetére fogjuk tárgyalni, ebből az 
1— a--Ú esetre a definíciót már könnyű megadni. 


Az a5-1 alap esetén a racionális számokra értelmezett a" függ- 
vény egyik fontos tulajdonsága, hogy szigorúan monoton növő, 
azaz ha ryzr, akkor a" — a", Felhasználjuk még majd a 17. 

1 


feladat eredményét, vagyis azt. hogy líim Fa— lim a" — 1. 


He BTK 


Határértékszíáritás 65 


Gyakorió feladatok 


29. Legyen (Fr) egy racionális számokból álló sorozat és tegyük fel, hogy 
lim r,—0. Igazoljuk, hogy ekkor 
lim a"51. 


Hesez 


Megaldás : 


Megmutatjuk. hogy az (a ") sorozatnak az 1 tetszőleges környezetén kívül 
csak véges sok tagja van. Jelöljük ki az 1 egy tetszőleges környezetét. Válasz- 


zok h 
szuk meg ezután a X természetes számot úgy, hogy özyaésa 


z- — ],] a ]E 


k 


va 
k 


J 
k 


már az 1-nek ebbe a környezetébe essen. Ezt megtehetjük, hiszen lím Ya 5 


ka e 


z hm J 1. Ezután az így megválasztott £-hoz keressünk olyan /-et, 
Hagll 
Kt sz Fa 
hogy rm-/V-re 


ey 1 
maz Fe 
j k ng 


teljesüljön. Ezt az r,-0 feltétel miatt szintén megtehetjük. Az d" függvény 
monotonttása miatt azonban (641-ből következik : 


(65) a k zat" zgk 


ak a" ak 
—— h—6—— mp 
F ] 1 E 
14, ábra 


A (65) egyenlőtlenség azonban biztosítja, hogy az r:-W-hez tartozó a" 
sorozattagok az 1 kijelölt környezetében vannak (14. ábra). 


34, Legyen a egy tetszőleges irracionális szám és ír) egy racionális szá- 
mokból álló, monoton növő sorozat, amelyre lim : — a (példán! az a szá- 


Ya 
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mot előállító végtelen tizédés tört véges közelítő törtjeiből álló sorczat jó 
r.,-nek). Igazoljuk, hogy az (a"") sorozat konvérgens. A kapott eredmény fel- 
használásával mutassuk meg, hogy tetszőleges (a) racionális számokból 
álló sorozatra, amelyre lim s — a igaz, hogy az (a ") gorozat könvergens ÉS ! 


FI 


a 3 7 
im a"zlim a". 


HT sz FITT éz 


Mepoldás : 


Mivel az (r,) sorozat monoton növő, ezért az (af") sorozat is monoton 
növő, igy a könvergenciájához elég igazolni, hogy felülről korlátos. Legyen 
úg egy olyan racionális szárn, aminél az fr.) sorozat tagjai mind kisebbek 


ülyen van, mert ,, konvergens). Ekkor az a" függvény monotcnitása miatt 


minden n-re fennáll. Ezzel igazoltuk, hogy líim a"" létezik. 


Ft ar 


Vizsgáljuk most az (r") sorozatot, Azt akarjuk bizonyitani, hogy kon- 


vergens és határértéke megegyezik az (a) sorozat határértékével. Ehhez 
elég megmutatni, hogy a két sorozat hányadosa 1-hez tart. Az előző feladat 
eredménye miatt azonbari 


Én 
lirn z]lim a" "hi, 


ET 7 tn a sr Nt an 





hiszen ír, — s ) raciónális számokból álló, 0-hoz tartó sorozat. 


A 30. gyakorló feladatban kapott eredmény alapján egy tet- 
szőleges az-1 valós szám tetszőleges a irracionális kitevőjű hat- 
ványát a következőképpen definiáljuk : legyen ír,) egy racionális 
számokból álló sorozat, amelyre lim r, — x. Ekkor az (a ") s0ro- 


At or 


zat könvérgens és 
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az lm a". 
A definíció egyértelmű voltát is a 30. gyakorló feladatban bizo- 
nyitottak biztosítják. 

Ezzel a definícióval az összes valós számra kiterjesztettük az 
d" (gze 1) exponenciális függvény értelmezését. Áz 1-— az 0 esetre 
az irracionális kitevőjű hatvány definícióját például így adhatjuk 
még, Legyen: 


"Fr 


Ir ? l ; . . . 7 
hiszen 15az 0 esetén z 1, Így ennek irracionális kitevőjű hat- 


[emi 


1 


ti 





tell Been 


ványát már értelmeztük. [gazolni lehet, hogy a batványo- 
zás azonosságai továbbra 15 érvényben maradnak. Ugyancsak 
fennáll az a fontos tulajdonság, hogy az--1 esetén az a" függ- 
vény szigorúan monoton növő, 0-ag-zl esetén pedig szigorúan 
monoton fogyó. 

Az exponenciális függvény inverzeként definiált log, x loga- 
ritmusfüggvények közül fontos szerepe van az e alapú logarit- 
musfüggvénynek. Ezt a következőkben In x-szel jelöljük. 


Gyakorló feladatok 


31. Igazoljuk, hogy im in irsz -b ss. 


( : inda d 


Megoldás : 


Az (ln ) sorozat monoton növő. mert ha lenne olyan s, hogy 


In "zlnín-t1], 
akkor 


en gs e Mért MENTÉN i 
is fennállna az ex exponenciális függvény monotonitása mialt, ami ellent- 
mondás. Egy moncton növő sorozatról tudjuk, hogy vagy véges határértéke 
van, vágy - ss-hez tart (53. feladati. Ha In n--a véges értékhez, akkor a 
sorozat mönötön növése miatt 


HB 


In n-za 
lénne mindén 1-re, de akkor 
in 


e —pn-zet 


is igaz volna minden s-re, ez pedig ellentmondás. Így csak az állhat fenn, 
hogy : 


um Ín 4— - en. 


get 


l i 
32. Az ( tat ... s) sorozatról (18. feladat) és az (ln en sorozatról 
HT 
ís tudjuk, hogy -k sa-hez tart. Vizsgáljuk meg, mit möndhatunk a két sorozat 
különbségéről, Igazoljuk : 
ad minden 7-1 egész számra igaz az 
1 ] 1 
—-h-4—-...t-—inazi 
it z n 
egyenlőtlenség ; 
l l 
b) az ( t-t ...-4-—in ") sorozat monoton fogyó ; 
n 
e) a b! feladatban szereplő sorozat konvergens. 
Megoldas : 


Az e szám definícióiából és a 31. feladatból következik : 


i Hi 
(081 (13) Zé 
ri 


Ea 


1 nal 
(671 e 1-4 . 
i 


A logaritmus tulajdonságaiból és a (66), (67) egyenlőtlenségből következik : 


ii 1 l 
(68)  — --ini 14-[-7-. 
n-- 1 FI H 


A (68) egyenlőtlénséget alakítsuk át erre az alakra : 
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Í l 
tód) 5 —zinínt1)—in na - . 
1-1 NH 
Írjuk fet a (69) egyenlőtlenséget 1—1, 2, . . .,(n—l)-re : 


i 

—szin 21—1]ln1-1, 
2. 

1 l 
—-sz In 3—]n 2--— , 
3 2 


1 1 
—1n4—in 3-— , 
4 3 


hal haj haj 





l 
cz In (r—19—in (n— 21 —— , 
n-1 ) t ) 1-2 


hi t 
maz In 1—]n (n— 14-r— . 
? r1r— I 


A kapott égyéntőtlenségékét összeadva az 


li 1 1 
(Am —-R-R.,.F-szine, 
z 3 ft 





1 
("ln r-zl4—4,..-t 
2 r—]1 


egyenlőtlenségeket kapjuk. A (70) egyenlőtlenség mindkét oldalához 
. . 1 

(1 — In r-et adva, III. a (71) mindket oldatához (- ln a) -et adva a bizonyi- 
rt 


tandó a) egyenlőtlenséget kapjuk. 


A b állítás bizonyításához írjuk fel a sorozat két szomszédos tagjának 
különbségét : 


FE 


— Ín (n-t1)— In n— ! -r1 15) nd 
HI] 


y ti nr 


1 1 l l 
14-4...4-—lnn-f 1-4 ...5—-3 — 
3 pi rt ] Ai in ért 1) 





A kapott különbség a (68) egyenlőtlenség miatt pozitív, tehát a sorozat 
monoton fogy. 
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A c) állítás bizonyítását tulajdonképpen már elvégsztük. AZ (zt 


1 : 
5. ..r--ln ") sorozatról a 6) szerint tudjuk, hogy monoton fögyó és 
Fi 


c) szerint alulról korlátos, alsó korlátja peidaául a ú szárn, így tehát kon- 


amitt am 


H 1 
hm (ezret 1 -e 
h-ra 2 Pt 


A c számnak, az ún, Euler-féle állandónak ez a definiciója. Értéke öt tizzdess 
jegy pontossággal: 


c—ü 57 722... ; 
Érdekes megjegyezni, hogy a c számról nem sikerült mindeddig eldönteni, 
hogy racionális vagy irracionális szám-e. 


Feladatok 


61. Írjuk fel a következő racionális számokat a tárgyait mód- 
szerrel végtelen tizedes tört alakban: 


a) 5: 
2 
b T3 


62. A [0, 1] intervallumbeli valós számok végtelen tizedes tört 
előállításának megfelelően beszélhetünk végtelen harmadostört 
í(triadikus tört) előállításáról is. Ittesak a 0, 1, 2 triadikus jegye 


ket használjuk. Legyen b, azoknak a [0, 1] intervallumban fekvő 
részintervallumoknak az összhossza, amelyekbe tartozó valós 
szárnok felírhatók olyan triadikus tört alakjában, amelyben a ü 
egész után az első n számjegy közt nincs L. Számítsuk ki bet. 
Vízsgáljuk meg, hogy létezik-e és ha igen, mivel egyenlő lim b, 


a Senizlln 


63. Írjuk fel a következő racionális számokat véges lánctört 
alakjában: 


gi 


31 ar 
e, 56 . s 
64 a) Írjuk fel az 7a törtet lánctört alakban. Alkalmazzuk az 


euklideszi algoritmust az 56 és 44 számokra. Hasonlítsuk össze 
a lánctört jegyeit az euklideszi algoritmus során kapott hánya- 
dosokkal! 


b) Igazoljuk, hogy a pozitív racionális számok és csak azok 


írhatók fel véges lánctört alakban. Mit mondhatunk az § szám 


lánctört alakjának jegyeiről? 


65. Számítsuk ki a következő végtelen lánctörtek értékét: 
1 








az 14——— TT; 
24—— 
2-t ) 
2-4... 
l 
b] 1-4 1 
24 Í 
3-4 Í 
1 T 
T3E 


66. Igazoljuk, hogy a végtelen periodikus lánctört alakban fel- 
irható valós szárnok másodfokú algebrai számok, azaz egész 
együtthatós másodfokú polinomok gyökei. 


67. Igazoljuk, hogy bármely valós x, y kitevőkre 15 érvényes 
marad az a" " a7-at? (az 0) azonosság. 


IZ 


08. Igazoljuk a következőt: 


? 


£7—1 


na 1 


— 


H 





609, Mutassuk meg, hogy: 
m(14 5) 
n 
1 


H 


lirn z1. 


H-t 


0. Igazoljuk, hogy: 


. mh 
li —Ű, 


H-t mm n 





71. Számítsuk ki a következő sorozat határértékét: 


$(-) 


72. A 32. gyakorló feladat eredményének felhasználásával bi- 


zonyitsuk be, hogy: 


HR" t sz 


73. Az előző feladat eredményének felhasználásával számítsuk 


1 ! na. 21— 
lm (1-3r3-gr 6 5-r 2. 


ki a következő sorozatok határértékét: 


e ) MC 1- —-—— ; b: 
/ n-rt1 nyet 217 


1 1 1 íÍ 1 
b itzeztstjeat 


7) Xi AT) 


l l 1 


Tán 3 tani an? 
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74. Igazoljuk, hogy az 
1 I! 4 
Tr zi" ...h-T 


ii — 
sorozat konvergens. 


75, Az előző feladatban vizsgált sorozat határértékének meg- 
határozása már jóval összetettebb feladat. A következő feladat- 
sorozat végén jutunk majd el ehhez az eredményhez: 


a) Bizonyítsuk be, hogy igazak a következő azonosságok : 


sin (2n-- 1) — 07 ! Jeoszs az SÍTL 7 — 


- 07 " oo e sin 4... 4(—yesinént ge, 


2n-t- 1 . 
cos (2n-tÍle—cos ria ( . Jess int g sinek... 


T(— Vén "Jos ax siné" ar; 


b) bizonyítsuk be a következő azonosságot: 
sin (2n-t-1)ea /2n--i an 2n--1 2229 
seree[ Í Jetg x-( 3 CtE ax 
HF... P(-1y; 
c) írjunk fel olyan egyenletet, amelynek gyökei a következő 
számok : 
a A a dt 2 Me, 
S aga 98 zgeit st SE met" 
d) hozzuk zárt alakra a következő összegeket: 





et ete e -etg2 
ÉG TT TM EG TES É TT 


I b, ll ; 
7 , 2 0, " 
sin 


NANE GST TT 
MEzgEL "ani 3n71 


hal 
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e! igazoljuk, hogy ha 0-— 225. akkor 
I 
nég az etgl es 


fda d) és e) feladat alapján adjunk alsó és felső becslést az 


1 l Í 
tagzt-etz 


összegre és számítsuk ki lim ( Láz s. 173) értékét. 


Het zar 
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Az I. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1. A bizonyítandó egyenlőség n— 1-re igaz. Tegyük fel, hogy 
n-re igaz és nézzük az első n-- 1 természetes szám négyzetének 
összegét. Alakítsuk ezt át úgy, hogy közben használjuk fel az 
indukciós feltevést: 


nin 142n-- 1) 
6 


123224... .3n2r(nr 1 Hint 1És 


. (nr 12n2tn-tőn-6) (n-IXn-42(2n14- 3) 

§ 6 cz 6 i 
Eredményünk azt mutatja, hogy az állítás n-k- 1-re 15 igaz, ezzel 
a formulát igazoltuk, 


2. Alkalmazzuk a számtani és mértam közép közötti egyen- 
1 . 
lőtlenséget nt 1 számra, amelyek közül n 1-4 -nel, égy pedig 
1-gyel egyenlő: 
n-1 n(15 
ll HETE TRY SENEKLZRENE VE 
( 15) " nxr1 nr1" 


ahol a — jelet azért írhattuk, mert a számok nem mind egyenlők. 
A kapott egyenlőtlenséget n-- 1-edik hatványra eimelve a bizo- 
nyitandó egyenlőtlenséget kapjuk. 


. 1 
3. Az állítás k— 1-re 1gaz, mert 142 1 12 . Tegyük fel, 
hogy kan es 


k 2 
(15) adata . 
pi n 


. 1 ; 
Szorozzuk meg az egyenlőtlenség mindkét oldalát 17 -nel és 


alakítsuk át a kapott egyenlőtlenség jobb oldalát. 
gk k kk 1 k k 
(1 :14--—t- tbe 
n n Hon om on 


16 


—i 


f ————ty 


kr k? 
FE ( ty i er 
fi H Rn 


Ahhoz, hogy a bizonyítandó egyenlőtlenség igaz legyen, elég 
megmutatni, hogy 
k" kitil 
Rn 


-z (), 


hiszen, ha az egyenlőség jobb oldalából egy negatív számot el- 
hagyunk, ezzel értékét növeljük. Ezt az égyenlőtlenséget árala- 
kítva ezt kapjuk : 

k"zníkt 1) 
ami a k-cm feltétel alamán nyilván igaz. 


4. Álkalmazzuk az előző feladatban kapott egyenlőtlenséget 
k-n-re, 


5, Emeljük az 


nti 


Va VET 


bizonyítandó egyenlőtlenség mindkét oldalát nírt--1)-edik hat- 
ványra, majd osszunk végig r"-nel: 


— (1) 
H 


A kapott egyenlőtlenség ns 3-ra az előző feladatból következően 
igaz és a lépések megfordíthatók, tehát az eredeti egyenlőtlenség 
is igaz. 


6.a) A 2. feladat megoidásában alkalmazott módszert követ- 
jük ; 
ni 


MERRE 1-1 
te H nitri 1 
1—- 4 :- 1 ———-———— 1, 
kt nil n-tl 


Mindkét oldalt ri--E-edik hatványra emelve a bizonyítandó 
egyenlőtlenséget kapjuk. 
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b] A bizonyítandó egyenlőtlenséggel ekvivalens egyenlőtlen- 
séget kapunk, ba mindkét oldal reciprokát vesszük (ekkor ter- 
mészetesen az egyenlőtlenségiel megfordul) : 


FI je n--1 HFi 
nti n-r2 I 


Ezt az egyenlőtlenséget még így is írhatjuk ; 


1 n:ki 1 nr 2 
(1- 7) -(1-53) ? 


ami az a) feladat eredménye miatt igaz. 





7. A bizonyítandó egyenlőtlenség bal oldalán álló összeget 


. I 
csökkentjük, ha minden tagja belyett a legkisebbet, az 2 et 


; ; Ji 
írjuk. Mivel az összeg n tagú, Így éppen 7. -et kapunk. 


8. , Gyöktelenítsük" az /a— 1-et úgy, hogy osztunk is és szor- 
zunk is az Var-1 3 Var? ...4 Va 1 kifejezéssel: 
7, — a— 1 
FH ———— MH H. 
Kar—-1.Var—34...13Vat1 
A kapott tört nevezőjében az Vat helyett 1-et írvaik—n- 1, ...,1) 


a tört értéke nő, mert az 1, így Vatz-k 15 fennáll. Ezen a módon 
éppen a bizonyítandó egyenlőtlenséget kapjuk. 


9. Egyszerű , keresztbeszorzással" kapjuk : 
1—-1-em, 
ez nyilván igaz. 


10. Áz előző feladatban igazolt egyenlőtlenség többszöri al- 
kalrnazásával adjunk alsó és felső becslést az 
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1e3"5"...":(2n—1) 
2zrd rő "r..."2n 


kifejezésre : 
1-2-4-...-(2n—2) 4"r3-5"...-(2n—1) 
————————er e mm mm ——— rre u 
23-33"... (2n—1) d":d:6§:..."2n 
2rdár6r...":2n 


53.5-T-... ÖnrD" 


A kapott egyenlőtlenségeket szorozzuk végig a középen álló 
törttel: 


1 (1-3-5-...-(2n—-DX 1 
4n 2-4-6-..,:2n 2n-1 


Ez az egyenlőtlenség ekvivalens a bizonyítandó egyenlőtlenség- 
gel. 


11. Az állítás n— 1-re igaz. Tegyük fel, hogy 
(a-b —a"-k (7 Jart EF... (ara . tt 





1( " Jabetabr 
n—1 


fennáll és szorozzuk meg mindkét oldalt a-- b-vel, majd a kapott 
jobb oldalon végezzük el a kiemeléseket: 


FI —n ert 1 A ?i Hi 
ager [e (2) 
(4) feet j )--1 [adnabert, 

k n—1 


Az avtférles tag együtthatóját így alakíthatjuk át: 
RH n nm! ni 
(2 1) T (4) . (k—1(n—kiin MESE ki 
. nik4nXn—ka1) — (n641! éz) 


—  kín-kan! kXnt1zp! A k 
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Ha még megállapodunk abban, hogy 01-11, akkor ez az ÖSSZE- 
függés k—1-re és k—rere is igaz És éppen a bizonyítandót kap- 
juk. 
12. Írjuk ki részletesen a binomiális tétel alkalmazásával az 
141 j hatványt és alakítsuk át a kapott kifejezést! Felhasz- 
n 


nálva a binomiális együtthatónak ezt az alakját: 


(7) ny —— nín—-1..(n-kit1) 


ki kín—-ht c! 
14" ndt nil ny hí 
vere Oarerlds 
1 1 1 n-l 
Iz ——-4—- —— tt... 
Feet ga itgr"21 H T 


1 (n—1)...(n—k-1) 1 ni 
hTr gk erről 


A kapott kifejezésben a harmadik tagtól kezdve minden tagban 
a második tényező egy 1-nél kisebb szám, hiszén a törtek száni- 
tálója kisebb, mint a nevezője. Így. ha a második tényezők 
helyett sorra 1-et írunk, akkor a kifejezést növeljük és így éppen 
a bizonyítandó egyenlőtlenséget kapjuk. 
13. Igazoljuk, hogy: 

fi né 1 

e ömi 27 
a konvergencia definíciója alapján. Adjunk meg egy e-t És 
becsüljük meg a sorozat n-edik tagjának a határértéktől va! ! 
eltérését 

ni 1 l 
—— —-—— — — ——— zt E, 
STT 3 3m4rl n 


1 
ba H:-— . 
E 
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14. Alakítsuk át a Fnt1—yn kifejezést úgy, hogy szorzunk is 


és osztunk is Knt1-Vn-nel, majd becsüljük felülről a kapott 
törtet: 


1 1 
TETTE 4 
Vnt1-tVn Nan 
A vizsgált (Vn--1— Fan) sorozatot két sorozat közé szorítottuk. 
A konstans Ő sorozat határértéke ís 0 (1. 8. gyakorló feladat), az 


(G) sorozat határértéke is nyilván 0, hiszen: 
hi 

l 

H 


0-6 ee 


0--Fnt1—Fnt- 


ha n , így a 10. gyakorló feladat eredménye szerint : 
hm í(Vn--1—pn)—0. 
15. A 10. feladat szerint: 
Í al "3... " 211 I 
2én 0 2r4r..t2n — Kinyi 
Mind az (47) mind pedig az ( ! 
2yn V32n-t1 
és határértéke 0, így a 10. gyakorlatbeli , rendőrszabály" szerint: 
.  d-3-... "(2n-l) 
hm Czrgeön 


16. Hecsüljük meg a sorozat J-edik tapját úgy, hogy alkalmaz- 
zuk közben a Bernoull-féle egyenlőtlenséget: ha n5-1, akkor 


a 1 
te(1-5) —1—-. 
H AH 


A kapott becstésből a , rendőrszabály" alkalmazásával adódik: 








) sorozat konvergens 


Ü. 


6 Határérték számítás al 


im (1-7) — 1. 


17.a) Ha c— 0, akkor az állítás nyilván igaz. Ha cs ü, akkor 
becsüljük meg ca, és ca eltérését: 


Ica, — caj— lella,— ale, 


ha az 

- al] e ki 
lel j 

egyenlőtlenség fennáll. Az utóbbi, alkalmas N-nél nagyobb 

n-ekre nyilván igaz az a,— a feltétel miatt. Eredményünk éppen 


azt mutatja, hogy ca,- ca is igaz. 
b) Legyen e--0 tetszőleges adott szám. Az 


a 


hi 


la. e— (a-t ele ia — aj 
egyenlőtlenség r--N-ekre igaz, ahol N az a — a feltétel miatt az 
c-hoz jó küszöbindex. 
18. A 8. feladat alapján, ha az 1, akkor 
Na --1 
0 Fa — j öle adtillni , 
H 
ahonnan 
T- -— 1 
1—Fa- 14 . 
Rn 
Mindkét oldalon 1-hez tartó sorozat van, tehát: 
FH na 
lim Fa-1. 


: Endallzsi 


19. Becsüljük meg alulról a 7. feladat eredményének felhasz- 
nálásával az dx alakú tagokat, ahol k-- I: 


1 /l I 1 111 
azaz geg őrgegtaj tert 


t 1 1.11 1 
tk ezrtertajeiratáráte tő 


—1-k 


B3l 7 


Ha most F tetszőleges valós szám, akkor válasszuk meg k-t úgy, 
hogy 


1azzP 


teljesüljön. Az előző becslésből következik, hogy ha nz-2t 
akkor 


a, dani hezP, 


2 
ari azt jelenti, hogy 


2 


him (1654 tője Lui 
teljesül. 
20. Ha g--I, akkor g előállítható Így: 
a—-1--h, ahol Ah7-Ü. 
Alkalmazzuk ag" becslésére a Bernoulli-egyenlőtlenséget : 
a—-(14-hy"5-1--nh. 


Legyen PF tetszőlegés valós szám és tegyük fel, hogy nm r— 





l 
. ho 
Ekkor az előző egyenlőtlenség alapján 
g:-1-tnhtP 
fennáll, ami azt jelent, hogy lim g7— -- es. 


ret és 


21. Azt kell igazolnunk, hogy Ígl--1 esetén tetszőleges e5-0- 
hoz van olyan N, hogy ha n--N, akkor 
197—0]— Igi"-e. 


Ha g--0, akkor az állítás nyilván igaz. A 97 Ü esetben ez az 
egyenlőtlenség ekvivalens az 
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úg Ml . 
ig w" 
egyenlőtlenséggel, ami az előző feladat eredménye és e feladat 


; . l 
feltételei szerint fennáll ha n:-Y alkalmas szám, hiszen 27 


22. Írjuk fel a sorozat első néhány tagját egy átalakítás alkal- 
mazásával és szemléltessük is ezeket a tagokat (15. ábra): 











—-1-1al 1 
kelnői 24478 
—— a—————— — —a—a— -——— a —— 
8-0 95-1-4) 91-11 ai 
15. ábra 
ajzú, azsi 
ata hb, il 
5 2 2 pzőli 
1 
1-- 1--— 
a adat éz T 2 pair oll 
1 2 2 4 47 
1 I 1 
—-41——-4 E 
a:t 4 1 27 374. AL 
KENE: 2 zézgtg 
—1 I] l 
2 4 8. 


Az eddigiek alapján az a sejtés alakulhat ki, hogy a következő 
összefüggés áll fenn; 
1 1 (— 1)" 
a271—ztge e-t Xn 
Az összefüggés n— Í-re, 2-re igaz. Tegyük fel, hogy r— 2-re 
és n— [l-re igaz és igazoljuk n-re: 





— dt t4-rt — 
azer 
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1 001 ETT CD 
1 ztet Te 11-24. EGT ESELÉNG TETT 
. —— — 


KGN NN f— 19777 (—1)e7! 1 
—] 5173 et ezgzzet 21—1 1— — 
KP ENE S ED 1977 (—Dr-! (-1y 
p EP ÉGNE TET NEG TET Huta US 


Á mértani sorozat első n tagjának összegére vonatkozó képletet 
alkalmazva: 








Mivel —3l-5- 1, a kapott alakból a 21. feladat alapján adó- 
dik : 
lm a — £ 

(CÉ 3 ; 


nr ez 


23. A vizsgált sorozat n-edik tagja, 1-gt4tagőt...ta"egy a 
hányadosú mértani sorozat első nd-1 tagjának összege. Az Ösz- 
szegképletet alkalmazva és felhasználva, hogy Ig] 1, ezt kap- 
juk: 


lim (1-kgt gt ...4ag"z lim egg ő 


a 1 1 HI 1 
— lim [————— gt!) — — . 
kae Éés 1-g § ) 1— a 
24. Azt kell megmutatnunk, hogy az , összefésüléssel!" kapott 
As Bs dos Bos szsz ay ny ves 
sorozatnak az a szám tetszőleges környezetén kívül csak véges 


sok tagja van. Vegyük az a tetszőleges környezetét. Ezen kívül 
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(a, )-nek is és (b,)-nek is csak véges sok tagja van, Így nyilván Az 
összetett sorozatból is csak véges sok tag van az adottkornye- 
zeten kívül. 


25. Számítsuk ki először az n-edik lépésben elvégzett színezés 
után fehéren maradó rész területét. Az első lépésben az egységnyi 


terület ; -ed részét színeztük be, tehát a fehéren maradó rész 


1 
területe ő . A második lépésben ismét a még fehér rész jét 


5 része, tehát 


2 
6) . A gondolatmenetet így folytatva azt kapjuk, hogy az n- 


színeztük be, tehát a fehéren maradó rész ennek a 


- fJ F man 8 n r 
édik lépés után fehéren maradó rész területe 6) , ÉS Így az n- 
edik lépésben beszínezett rész területe : 


13 FT 

- 
. t A NANA . 8 
Mint láttuk, s, — 6) ÉS így um 5-0, hiszen öl L. 
26. A 10. ábrán (Il. a feladat kitűzését) legyen a kör közép- 
pontja 0. Vizsgáljuk az 0P,P,, 0P,P,, ..., OP,P, .. bháromszö- 
geéket. Ezek a háromszögek nyilván hasonlók, hiszen derék- 
szögűek és az 0 csúcsnál levő szögük ugyanakkora, méghozzá 


ez tehát mindegyik derékszögű, egyenlőszárú háromszög. 


Ezek az egyenlőszárú derékszögű háromszögek olyan kapcsolat- 
ban vannak egymással, hogy minden k-ra az 0P,P, , , háromszög 
befogója az OP, ,P, ,, átfogója ebből következik, hogy minden 


k-ra ennek a két háromszögnek a rasa lósás arányszáma 


ugyanaz, méghozzá OP, és OP, , , aránya —— (az egyenlőszárú 


7 
derékszögű háromszög átfogójának — -szerese a befogója) 
Y2 
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Mivel OP, hossza I, ezért: 


. 1 1 2 1 FT 
HE 7z P.P,- Ti vrzss B.P ri : 


Az s, értékét az 77 hányadosú mértani sorozat első n tagjának 


összegeként számítjuk ki: 


1 et 
1 19 LV 1 1-(7z) 
e (7 stl) SZ —— ————— 


my F2 V2 K2 1 


1— — 
V2 
a b L (7) " 
72-11 V2—I AF2/ 
Az (s) határértékét már egyszerű kiszámítani: 


hm sz-b V24-1. 
! Sad n V2—1 


27, Becsüljük meg az (a, b,) sorozatnak és ab-nek az eltérését 
a következő azonosság felhasználásával: 


ab,— ab—(a,—aXb,—b)-- t(a,—a)-- atb,—b) 


(az azonosságot egyszerűen úgy igszolhatjuk, hogy a jobb olda- 
lön elvégezzük a beészorzást). Adjunk meg egy tetszőleges ez 
szárnot és keressünk ehhez olyan V-et, hogy 11 N-re a,b, és ab 
eltérése €-nál kisebb legyen: 


ia b — abl sa, — a) 1b,—61-- 16 a— ate [at b.—bHze, 


Mivel a. —-a és b, --b fennáll, tetszőleges l5n:--0 számot aduak 
meg, ehhez van olyan Y index, hogy n— N-re 


[9,— aj 
és 


is teljesül, Ekkor az előző egyenlőtlenségek alapján : 


lab. —abl-gt et lbint [al — 
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znigt lat ib) n(1- lal-t 1019. 
Ha most az 9-t az előre adott e-hoz még úgy is választjuk, hogy 
E 
"Trabi 


teljesüljön, akkor 1a,b,— able 15 fennáll minden n--N-re. Ez 
éppen azt igazolja, hogy: 


1) 


im a b,— ab. 

28. A feltétel szerint a, — a és 45 Ü. Jelöljük ki a-nak egy olyan 
környezetet, amelyben már nincs benne a Ű szám. Az (a, soro- 
zatnak a kijelölt környezeten kívül csak véges sok tagja van, 
tehát van olyan N, hogy n-N esetén a, benne van ebben a kör- 
nyezetben, azaz a,7 Ü. 


29. Az . ÉS 1 eltérését kell becsülnünk. Ehhez használjuk fel 
éi 


NN 
. ; ;, lai . 
azt, hogy mivel a, —a és a 70, ezért, ha az a szám — sugarú 


környezetét jelöljük ki, akkor az a, alkalmas, Y.-nél nagyobb 
n-ekre ebbe a környezetbe tartozik, tehát fennáll az 


laz] 
egyenlőtlenség (16. ábra). 
lat dal 
2 2 
P tte et 
Ja a d. a a 
ÉR ri 16. ábra 


Adjunk meg most egy tetszőleges e—-0-t és becsüljük n- N)-re 


1 PF i Laj La É e er Fr F Lal La 
zs eltérését az előző egyenlőtlenség alkalmazásával: 
a, 

1 1 


d, d 


1d,— a 
a": a 


la. — al 


a—a e 
— za —al — e 
aa 


lajó 














FT 


at 


ha iennáll, hogy 


2 

a,— ae SE . 
Ez utábbi a, — a miatt alkalmas N.-nél nagyobb n-ekre fennáll. 
Ha N-et az Ny és N. közül a nagyobbiknak választjuk, akkor 
n:-N esetén fennáll: 


ll 1 


d a 


E. 








AH 


Laj La La E a 1 
Az a 70 feltétel nem elég, mert például az (5) SOrTOZÁtra ez 


. . 1 
teljesül, de lm -—ű. 


1 a dm ll ezi 


4. Két esetet különböztetünk meg. Legyen először a—0. 
Ekkor azt kell meéegmutátnunk, hogy 


lim Va 70 


met en 


15 igaz. Mivel a — Ű, tetszőleges e--0-hoz n-et egy alkalmas N 
számnál nagyobbra választva a,--e" teljesül, ekkor viszont 


Va, — 01 Vayze 
is fennáll, tehát valóban Ka, — 0. 


Ha az-0, akkor ismét legyen e:-Ü tetszőleges adott szám: 


TT má ——u sz, 
VarrYa Va 
ha teljesül, hogy 


la.— ate a. 


Az utóbbi egyenlőtlenség viszont a,-— a miatt fennáll, ha n-—-N, 
ahol N egy megfelelően választott szám. Ezzel erre az esetre 15 


megmutattuk, hogy Va, Va. 


Wa Vaj— Ia, — aj a [28] 


rt 


sa 


Hasonló módon igazolható, hogy ha a,—a, a, z0. akkor 
k k 


tetszőleges k természetes számra Ka - Va. 


ati 


31. A 6.b) feladat szerint az 14 sorozat szigorúan 


monoton fogyó. Ugyanakkor alulról korlátos is a sorozat, mert 


n-ti1 
tef1r5) 
H 


nyilván fennáll. 


Ft 1 nti 
szemléltéssük az (15) Í sorozat és az 1: 1) ! $0- 


rozat tagjainak egymáshoz való viszonyát: 


a 14 14 rat 
Lyo (145) (165) msz(14) za, ., 
y Y V V 
1 2 1 3 a 
anal 145) -(163) —...[18 ) st, . 
A határértéket egyszerűen kiszámíthatjuk: 
x--i Fr 
im (145) — lim (15) . tm (15]-e 
1-4 an n nr sm HÉ ná n 
32.a) Használjuk fel a következő azonosságot: 
0 
n n pr 
ahonnan n- 1-re 


hi 
egy. tar 


at] 





Mivel (145) —-ezrÜ és (1-5) - (16. feladat), 


hím (1-5 - 
nnál pi e 


Érdemes még megjegyezni, hogy a 6. a) feladat szerint az 


A 
(1-5) sorozat szigorúan monoton növekedve tart 5 -hez. 
1 A Laj Lá 
b) Először az (15) ! sorozatnál alkalmazott módszerrel 


(Il. 2. feladath megmutatjuk, hogy az (15) Í sorozat 1 


szigorúan monoton növő. A számtani és mértani közép közötti 
egyenlőtlenség miatt 


ne. na] 
297 n 2 
VG:3) -12— S -14— . 


n-3-1 r-- 1 
Ezt (n-t- 1)-edik hatványra emelve 


297 2 ti 
egj-liszt 


következik. Vizsgáljuk a páros indexű tagokból álló részsorozat 
határértékét: 


ént Hid. 
Í1z5) -[(1) Í —eet, 
02 H 


Mivel a sorozat monoton növő, kell hogy 


hm (uj -e 
hr en H 


15 teljesüljön. Me 
— 47 egz E ST AP MLLE MÉ 
c) Az a ( — 53) sorozat helyett először az asz ( 33) 
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. : ; 1" 
sorozatot vizsgáljuk. Mivel ez az (1- könyergens SOTO- 
zat egy részsorozata, így ez is konvergens és határértéke az 


14" klete er 
(1-5) 1 sorozat határértékével egyenlő: 


mm 


lim al — 


Het 


Az az egyenlőtlenség nyilván fennáll, így a 30. feladat meg- 


aldásának végén mondottak alapján: 
3 


3 1 1 
lim F ajzz lim a,—[/-7e §. 
g-t az H-t én [ 


d) Ha k—0, akkor: 


te 1, 
hn 


így a sorozat konvergens és határértéke I. 
A ks50 esetre a b) feladatban alkalmazott módszerrel Igazol- 
ható, hogy kz-0 esetén m— 1-től, k— 0 esetén, amikor 


trSz0 
H 


teljesül (azaz — ken), a sorozat szigorúan monoton növő. Ha 
k:-0, vizsgáljuk a kn alakú indexekhez tartozó részsorozatot: 


eg [697- 
kn n 


tehát az egész sorozat 15 et-hoz tart. Ha kü, akkor a — kn alakú 
indexekhez tartozó részsorozatot nézzük : 


19-69 T-0-e 


Így ebben az esetben is igaz, hogy a sorozat ef-hoz tart. Az ered- 
mény nyilván k—Ű-ra is igaz, tehát tetszőleges k egész számra: 
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lírn (éj - ek, 
FT ts A 


e) Ha k:-0, akkor aza — (1 tg) jelötésset: 


kh 
. . 1 ks 
lim af— lirm (1435) me, 
I-t ém H7"Y ma kn 
tehát 
TT E i 
im Vas —- im a,— ree, 


met an H7H an 


Ha kő, akkor ís hasonló gondolatmenettel kapjuk, hogy: 


14" - 
li —] se. 
Him (144) : 


I f) Az eddigiek alapján, azt sejtjük, hogy a sorozat konvergens 


és 
. ri" 
lim! 1---i meg. 
FI-t s n 


Valóban, legyen r-E , ahol 90. Ekkor a d) feladat szerint: 


an 
lim 12) ep, 
H-t og ga 


tehát 
PÁ" Yen 
im (uz Ha -— Fe? — e1 , 


TT an 


33. Jelöljük az aj, . . ., a, szárnok közül a legnagyobbat A-val, 
Becsüljük a sorozatot alulról és felülről is: 


Az!ar... baz AVK. 


33 


Mivel rögzített k-ra az Fk sorozat 1-hez tart, ezért mindkét ol. 
dalon 4-hoz tartó sorozattal becsültünk, tehát 


líim Faj. ..tajz 4, 


717 u 


ahol A az a, . . . , d, szármok közül a legnagyobb. 


34. a) Az 1. feladat eredménye alapján a sorozatot így írbat- 
juk: 
12-422-4...-é  nínt12nt 1 
nő Ni 61 


1 1 1 
(DJ) 
Az átalakítás után kapott alakból leolvasható: 


li 12323--...tm 1 
kert nő 37 
b) Az 1. gyakorló feladat eredményét felhasználva alakítsuk 
át a sorozatot: 


3 4 s. 3 j 1 
lm VYZ gt — lim mine 1 Y 
rt 4n 


It HA izt 


. 1 147 1 
z lm 31) 77. 


FR" e 


c) Először hozzuk zárt alakra az első n páratlan szám négy- 
zetének összegét: 
12432 524... 4(2n—1V—C 173271 334- 4-4... b 
-4(2n—1YX.-4(2ny— (2254... 1(2nyy s 


TÉT 12 32 ...tnji 
. 2n(2n-t-14X4nt b) nine 1X2nt-1)  níZnit 1)(2n— 1) 


Egg 


A kapott éredmény felhasználásával már könnyen kiszámíthat- 
juk a sorozat határértékét: 
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2 z — 1 
im Ét Tt eetén ly 


eladta 


. 1 1 1 4 
- malor) -s 
d) Írjuk ki részletesen a sorozat n-edik tagját, majd hozzuk 
egyszerűbb alakra: 


im nizn-41X2n—1) 


1 


FTE7t az 3n5 


Y (Vkr2—2Vkt1-r Vki 
ks] 


-V3—2V2--1t 

1V4—2V3-4 V24 
3 V5—2V4g V33- 
4V6—2V521 V4r 


1Vn—2Vn—1- Yn—2- 
4 Yn-t1—2n-t Vn—1-r 
4Vn4-1—2Vn--1--Vn 


1 


—1—F3- Fn-- 2— Fn-t-1-1—Y2-1—-——— — 
Vn42--Vnit1 


a 14. feladat szermt: 


him (1-5 1 —J-1-rZ 
Vn-H2--Fn-i-1 


HA aa 


€/ Ítt is először alakítsuk át a sorozat n-edik tagját annak az 
ötletnek a felhasználásával, hogy 
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ONNAN GENYA ERNE RNS 
1-2 2-3 3-4 — (n-ljin níntl 
1 1 il 


...4——— tt 
T n-l h n 


. 1 e 
him (urt) 


f) Az előző e) feladatban alkalmazott átalakításhoz hasonló 
ötlettel alakítsuk át a sorozat n-edik tagját: 


2k--1 1 1 


KökELE kz (KED 
. n . 2ki1l 
im 2 Rar 


. 1 l il l i Hi 
— im (1 air 737 jit a. TE ne 5) - 


Hit ém 


- 1 
zz —-— -z 1-1. 
Jn ( TET 15) 
35.a) A bizonyítandó egyenlőtlenség n- 1-re igaz: 


1 ke l oki 


gó 


Tegyük fel, hogy 
l  kélztksök kn. kt 
Kri" zh" 4-zth,..-bn egzjértb 
igaz és adjunk hozzá mindegyik oldalhoz (n-t-1y-t: 


Tr neat (n- E ez 15426... Fut (nt 1) 


. 1 va k-HI k 
egigjéetb (ín Ly. 


Ahhoz, hogy a bizonyítandó egyenlőtlenség igaz voltát rt- 1-re 
is megmutassuk, az egyenlőtlenség tranzitivitását felhasználva 
azt kell igazolmi, hogy az 


CH (nk Déteéi met (n 4 Lé 
És az 
ME 
k-1 
egyenlőtlenségek fennállnak. Az elsőt szorozzuk k-t I-gyel; 
(nFajettzéett (nb ét. k(n Lét 1, 


arni nyilván igaz. A másodikat is szorozzuk k-t L-gyel és a kapott 
jobb oldalon alkalmazzuk a binomtális tételt: 


(n-- Lt 4 (nk her (na 2j"r! 


(n-LYTL(k EL) (NFL (NELETL E (ET) (1 E 
zt fh -F ( , 
ez ís nyilván igaz. 


b) Áz a) feladatban bizonyított egyenlőtlenséget alkalmazva 
a sorozat n-edik tagját így becsülhetjük : 


1 LÉTÉT en 1 I 14tI 
kt1 nki kbit n 
Ebből a , rendőrszabály" alkalmazásával adódik: 


7 Határértékszámítás ÚT 


j; 1kp2kp...tnt 1 
im 771 KET 


Het éz 


36. A k rögzített természetes számhoz válasszuk m-t úgy, hogy 
kn teljesüljön. Használjuk fel a 12. feladat megoldásában al. 
kalrnazott átalakítást: 


Í 1 nn— 
-(14 5) —14jt GTi agit 


, 3 n(r— 1)(n— 2) x.A nín— 1). . .(n— keri) 
31 n5 "pt n; 


n 
Í 1 2 l l 2 
41-11) 


Az egyenlőtlenség jobb oklalán olyan sorozat van, amelynek 
minden n:-k indexű tagja e-nél kisebb. Ekkor nyilván a sorozat 
határértéke n—- ca esetén ís kisebb, mint e vagy egyenlő vele: 


ti [rgytg(1— (1) (1-0) 
alter 





1 1 1 1 1 
—-1-3--- itartajt Tél 
A feladat eredményét így is fogalmazhatjuk ; az14-g : Trtai arte A 


4 sorozatnak e egy felső korlátja. 
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37. Az előző és a 12. feladat alapján igaz a következő egyen- 
lötlenség: 


14" 1 1 
(145) eligtagjteet 


(Lili 


ebből viszont lim 15 miatt következik, hogy: 


. 1 1 1 
im (Legytgpt az-e 


FITT Em 


38. Tegyük fel, hogy e— Mivel 2-e-—3, e biztosan nem 


egész szám, így gs 2. Válasszuk n-et úgy, hogy n- g teljesüljön. 
A feltétel szermt: 

— 1)! . l 
e—2-19— DP a Nim (14-—4...42k 
ű ag! 11 g ! 


Small 


1 1 
1—————b . ..-4————— ]. 
atat1) alat 1)...n ) 


A konvergens sorozatokkal végezhető műveleteket felhasználva 
fennáll a következő összefüggés Is: 


1 


fg—1)1p—g! lm (Legyek bar Fk 


1 1 
1——— ti ...4—— — ls 
g4agt 1) GT) 


t1 


nt aa 


sz g14aG!...-41- him a TF 


1 j 
angegt ee tami) 
Innen 


(g—1)!p—(g!-4-ag1t ...--1)- 
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: 1 hi 1 
— lim ! ——-——-—— kt . . . 4 —— ——— 
im Tt GEÜGTŐ ar) 
következik. Ebben az egyenlőségben a bal oldalon egész szám 
áll. Vizsgáljuk a jobb oldalt: 


1 1 I 
0 ——- 3 —— — —— tt , . . 4t— e 
BEEGBÉTESÜTESI (gt 1)...n 


1 1 1 
LL — ——— tk... FE  . 
JETTGGETÉ GET 


Mivel a felső becslésként kapott sorozat monoton növő, Így 
minden tag kisebb, mint a határérték, ez pedig: 


1 I LN 
hm (art 1 (g-t (GEL Tígi Tj) Ni 


ad .. 1. 1! 
.g41 ba 2 
gtl 


Mindezekből a (g—1)! 5—(g!-- g1- . . . — 1) egész számra a kö- 
vetkező becslést kapjuk : 


1 
0--(g—1)!p—(a!-gtt...41-z a 


ez pedig nyilván lehetetlen. Így ellentmondásba kerültünk azzal 
a feltétellel, hogy e racionális szám; e tehát csak irracionális 
szám lehet. 


; a" 
39. a! Legyen nyz-a rögzített, természetes szám és az 57) 
sorozat no-nál nagyobb indexű tagjait becsüljük felülről; 


NF 


a" a" a 
7 — — ———i-:e mi 7 
ni ng (ngt1...n 


as o ama ny ( a 4" 
ezrül " mm I h) FORRO] a 
ng! ng7n LALI 











. a a 1" r 
Mivel 1—a-cHa, 0 1, az (5) sorozat és ennek konstans- 
ú ü 
szorosa is 0-hoz tart, tehát a , rendőrszabály" alkalmazásával: 
a?" 


hir —szÜ. 
H-t u H : 


ny 
b) Igazoljuk először azt, hogy az n szerinti aa) (az 1) soro- 


zat elég nagy indextől kezdve szigorúan monoton fogyó: 
(m-r1y 
a anTi 
akkor k 
—f 13-i, 
n 
és ebből 
Í 
k fer VES 
ra—1 
A szigorú monoton fogyás tehát az — 
ra—1 
tagoktól kezdve fennáll. Mivel a sorozat tagjai pozitívak, ezért 
a sorozat könvergens; jélöbhük a határértékét x-szel. Az x érté- 


kének meghatározásához használjuk fel azt, hogy a páros indexű 
tagok részsorozata 15 x-hez tart: 


HK H K 
x— Jim (ZP Tim x (2) ú 
d 





sz A. 





-nél nagyobb indexű 


Tán 


H-t az Fi —t ma 


H k 
24 Tim G . Hm £-—0, 


Hey az n— az Ű 


; . 1 , 14" 
mivel a 1 miatt 0-2 1, és az (2) ) sorozat 0-hoz tart. 


c) Az sorozatot tetszőleges az 1 segítségével így állit- 


n 
n! 
hatjuk elő: 


10] 


nt ogy ont 
nt ony ar 


Mivel két, 0-hoz tartó sorozat szorzata is 0-hoz tart, ezért: 


xK 

.H 
lim ——0. 

ni! 


; 
d) Az a, 2) sorozatról először mutassuk meg, hogy mo- 
H" 


noton fogyó: 


an an! (nil 1" 
ai mo (nki -(145) 7 


tehát a, — a. a. A határértéket, ami létezik, mert a sorozat mono- 
ton fogyó és alulról korlátos (a tagok pozitívak), jelöljük h-val. 
A h értékét már könnyű kiszámítani: 


(n-- 19! 
h— Jim a,— 7 li aa lim MED 


8 n" l 
lm h neE1y ne e a, 
ahonnan H—Ü következik, tehát 
1 
lim —z0. 

Feladatunk eredményét a következő formában is meg szokták 
fogalmazni: az (a") (a 1) sorozat lassabban tart -— ehez, mint 
az (n!) sorozat, és gyorsabban tart -t c-hez, mint az Írt") soro- 
zat, az (ír) sorozat pedig (n9-nál ís gyorsabban tart -k cs-hez. 


40.a) A számtani és a mértani közép közötti egyenlőtlenséget 
alkalmazva, becsüljük a, ret, ha nz1: 


H ah a 
tai 3 ae zZú d." a" Va. 
H 


Ft 


b) Az a) feladat eredményét alkalmazva: 
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I ét 1 a: —a 


ha ns 2. 


c) Az(a ) sorozat b) szerint monoton fogyó, a) szerint alulról 
korlátos, tehát konvergens. Légyen 


lim a,— x. 


TF a 


A sorozatot definiáló rekurziós egyenlet mindkét oldalának ha- 
tárértékét véve azt kapjuk, hogy x a következő egyenletnek tesz 
eleget: 


— x4E 
2 xb 
ahonnan xsVa miatt xszVa adódik, 


d) Mindkét azonosságot egyszerű számolással megkaphatjuk. 
Például az elsőt így igazolhatjuk : 


aza ál avar 


. a5—Z2a Kat (ay (a.— Vay -vay 
Za, . 0 Za 


e) A d)-ben bizonyított azonosságok alapján a következő 
egyenlőségeket írhatjuk fel: 


4. Va H— 17 Va 47 d. 2— Va ZA — 
a kya egyi Stazettál 
. a Va tl 

Ni aj-tya 


Ebből a, —Va-ra a sorozat monoton fogyó voltát felhasználva a 
következő becslés adható: 


0-a—jT E (éz Va 











ani 
Hi 
a-b 77) (a,tyra)c 
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a1— va an7i1 
cz) (azt 19). 


f) Az e) feladatban kapott felső becslést vizsgáljuk aj—3, 


a—5 esetre és keressünk olyan n-et, amire ez az érték 1079-nej 
már biztosan kisebb. Ahhoz, hogy könnyebben számolhassunk, 


5 
helyett 5-öt. Ezzel nyilván növeljük a felső becslést: 


0-a - VS 1 se 
ő 5 JÜ10 " 


Az utolsó egyenlőtlenség n—5-re már igaz, mert 2771—16 
l 1 
EILETOLT 
1019. 515 
210255, 
425 
ekvivalens átalakítások, az utolsó egyenlőtlenség pedig nyilván 


fennáll. Így azt kaptuk, hogy as már 107-"-nél kisebb hibávaj, 
tehát tizedes tört alakban legalább 10 tizedesjegy pontossággal 
adja meg VS értékét. Ez is azt mutatja, hogy a vizsgált sorozat 
, jó" abból a szempontból, hogy elég , gyorsan" konvergál a határ- 
értékhez. 


— VS ; — 1 5 — 7 — 
írjunk 3z 9 helyett öt és d 152 3(315)V5-ge FS 
3- VS z 


41.a) Az előző feladat a) részéhez hasonlóan alkalmazzuk a 
számtani és a mértani közép közötti egyenlőtlenséget: 


3 


d 
a .tá,t-T 
e HAH A az re z, ű 2. 3 
Eng 77 3 z d, — ya, 





ha ni 1. 
b) Itt 1s az előző b) feladat mintájára okoskodhatunk: 
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heg d a2—a 
F" r1-H1 3 3az 


sű 


az a) részben kapott eredmény miatt, ha ns 2. 


c) Az al és b] feladat szerint a sorozat monoton fogyó, alulról 
korlátos, tehát konvergens. A rekurziós egyenlet mindkét olda- 
lának határértékét véve, az x határértékre a következő egyenletet 
kapjuk: 


l a 
x-g[264 5) 
F da a e 
innen pedig x— Va adódik. 
di Azt az esetet nézzük, amikor a 1 (az Í5maz-Ú éset erre 
visszavezethető). Az 


3— (a,—Va)(2a ha) 
Bra Faz NN YE NN 
(I 


mr 


azonosságot a jobb oldalon kirelőlt műveletek elvégzésével köny- 
3 
nyen igazolhatjuk. Ezt felhasználva becsüljük az a, — Vá eltérést, 


3 
használjuk fel közben, hogy ha n-1, akkor a —Vaz 1: 
3 a 
(d. 1— Kay 


0-z a — jársz EST (a, 1— VE. 


n—] 


A kapott becslést ismételten alkalmazva ezt kapjuk: 


0-c(a,—Va)-z(a— Va) 
42. A feladat a 18. gyakorló feladat általánosítása; az ott al- 


kalmazott módszer célhoz vezet itt is. Mutassuk meg először tel- 
jes ndukcióval, hogy a sorozat monoton növő. 
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ap paca —Vatya 


nyilván igaz. Mutassuk meg, hogy az a, za, , a feltevésből követ- 
kezik az 4, red. egyenlőtlenség : 


Ha di 
4 d ét -4- da 
E 4. Fa-t kal tn ) a-r LETT taal ek-Ó 


Még azt kell igazolaunk, hogy a sorozat felülről korlátos. Iga- 
zoljuk ezt is teljes indukoióval. Ekkor olyan K számot kell keres- 
ni, amire a 5 K-ból a, , ,£ K következik. Ehhez — az 


a. 1-Fata sVarK 
egyenlőtlenség alapján — elég, ha 
VK3azK 
fennáll. Ez a feltétel 
KtazKt, 
as KK 


alakban írható és ha K—1-ta, akkor ez a választás megfelelő 
lesz. 

Mivel a sorozat monoton növő és felülről korlátos, ezért kon- 
véergens. Az x határérték a következő egyenletnek tesz eleget: 


xzVatx, 
xX—x—a-(, 


ahonnan xz-Ü miatt 


-51 14 
klmzési 4 d. 


43. Az előző feladatban alkalmazott módszerrel itt 15 célhoz 
érhetünk. Legyen az 1. A sorozat monoton növő, mert 
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az vaz Vayaz a; 
nyilván igaz és ha 

dee eat 
akkor 

aaz [age aga 1 7degg 


Szintén teljes indukcióval igazolható, hogy a a sorozat egy 


felső korlátja; a sorozat határértéke pedig az x-: fax egyenlet- 
ből x— a. 


44.a) A sorozat monoton növő, ezt teljes indukcióval köny- 
nyen igazolhatjuk : 


1 1 il 
d 7 a-zte 4. 


Tegyük fel, hogy 
d. ső: 
akkor 


2 2 
ür Ün4is 


1 aZ í al 
aa zztzezt eg Tate 


A. sorozat felső korlátjának az l jó lesz, mert egyrészt 
d pj- .- 1 
másrészt ha a --1 igaz, akkor 


a 11 


azta ezta 
is fennáll. Az a határérték az 
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a-14 7 
7372 


egyenlet gyöke: a— 1. 
b] A sorozat monoton fogyó, mert 
ü 

2-4 a, 7 





de 


2 
Za, taraj, 


alka sb 
fennáll minden s-re és mivel a, 50 minden n-re, a sorozat kon- 
vergens i5. Az x határérték az 
x 
TEX 
egyenlet nemnegatív gyöke: x— 0. 


45.a) A sorozat definíciója szerint Aa, ill. b. .i aza, és bh 
szárnok számtani, ill. harmonikus közepe, így a 4. és 5. gyakorló 
feladat eredménye alapján a, Eb, , minden n-re : apz-b, pedig 
a definicióból közvetlenül adódik. A számtani közép, ill. a har- 
monikus közép definíciójából következik, hogy értéke a két 
szárn közül a kisebbnél nagyobb, a nagyobbnái kisebb. Ezek 
alapján a 


b. 5 Bagi ÉGE da 
egyenlőtlenségek minden m-re igazak. 
bi Az 


a,tb, 2ab 
Gun 7 2 ta 





szab 
atb, " 


egyenlőség minden n-re igaz, igy az a, és b. számok mértani kö- 
zepe minden H-re: 


Vab,- Vab. 


fv] 


c) Az a) feladat eredményéből világos, hogy az (a ) sorozat 
monoton fogyó és alulról korlátos, a (b) sorozat monoton növő 
és felülről korlátos, téhát mindkettő konvergens és 


im b. hm a,. 


Azt akarjuk igazolni, hogy itt az egyenlőségjel érvényes. Becsül- 
jük felülről az a, .1—6,. 1 különbségét: 
Dza  — dat ba ( Zaba Hi 
n417 ni ] ab, 
a,—b,  a,—b,, a 827 
2 a,tb, 2 
Ebből adódik, hogy: 


0--a,—b esti , 
azaz lim (a, — b )— 0, tehát valóban lim a,— lim b,. 


FE 7F a a Sa] ! 7 ölne 











d! Még a közös x határértéket kell meghatároznunk, de ez a 
b)-ben bizonyított összefüggés szerint: 


— im a b. — im ab—ab, 


F7t I. ata) 


tehát x—Fab, az a, és b, számok közös mértani közepe. 


dó. Az előző feladatban követett gondolatmenetet alkalmaz- 
hatjuk. Minden n-re igaz, hogy b.sza , mert két szám mértani 
közepe is kisebb vagy egyenlő a számok számtani közepénél. 
Kihasználva még, hogy a, ; és b, 1 is középértékek, azt kapjuk, 
hogy a 


b Et ie 8.41 £d, 


egyenlőtlenségek minden "-re igazak. Ebből az előző feladat 
mintájára következik : 


lm b..S lim a, 


H-t aza HT sza 


Becsüljük meg a, c: és b, a eltérését: 


astb, Ep (Ya — Vb 
u Ogg LÖnltG ENNNÉN 


Oda 171 


. a—b, Va,—Vb, a —b, 


tr ——— Tk rear — 
rt 


2 Vadgyb, 2 


Innen az előző feladathoz, hasonlóan adódik ; 
lim a, him b... 


(a Se nt sz 


47. Vizsgáljuk meg, hogy milyen kapcsolat van az egység 
sugarú kör köré és a körbe írt szabályos 27"!-szög, valamint a 
Zet2.szög oldalai között. A 17. ábrán az 0 pont az egység sugarú 
kör középpontja, P, és P, a körbe írt 27t1-szög két szomszédos 





17. ábra 
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csúcspontja, P, (és így P, és P., 15) a körbe írt 2 " 27t1-2at2szög 
csúcspontja. 0, a kör köré írt 27t"-szög egy csúcspontja, 0. és 
0, pedig a kör köré írt 2"t--szög két szomszédos csúcspontja. 
Jelölje a, a körbe, A, a kör köré írt 2711-szög egy oldalának 
hosszát. Ekkor az ábráról a következő összefüggéseket olvashat- 
juk le: 


P.P.-a, PP PF PSZa gs 
A, A, 
4187 . 97 A age 9.P.—0.P- e : 


A P.P,P. háromszög hasonló a P.P,0. háromszögköz, hiszen 
mindkettő egyenlőszárú és a P, csúcspnál levő szög a ,Dnagy" 
háromszögben egyenlő a P,-nál levő , kis" háromszögbeli szög- 
gel, mert P,P. párhuzamos 9-0,-mal. Ennek alapján a következő 
egyenlőséget írhatjuk fel: 








Ána1 
1 — 2 
d, Ürn-i 


Az egyenlőséget így alakíthatjuk át; 


— fi At 
dni d, v. ; 





Használjuk fel azt a tényt, hogy a szabályos sokszög kerületét 
megkapjuk, ha egy oldalának hosszát megszorozzuk az oldalak 
számával: 


kazetta az , za, " 2rt14 15] K,, " Kova 


ezzel éppen az egyik bizonyítandó egyenlőséget kaptuk. 

A másik egyenlőség bizonyításához vegyük észre, hogy a 
0.,P.P, háromszög ís hasonló a 09.020. háromszöghöz. Ennek 
alapján : 

















A, Ag Ági 
2 72 
d, c Ari 
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Az egyenlőséget átalakítjuk : 








1 
maz TT 
4, d, 
Ebből K, . vre a következőt kapjuk: 
2 2 
Kaze z TT TT Li? 


ra tya Ko k 


Fr 





ami éppen azt jelenti, hogy Ka K, és k, harmonikus közepe. 
b) Igazoljuk, hogy minden nm-re : 
kez kayiz ni SK 


Az nyilvánvaló, hogy kp 442 8— K,. Tegyük fel, hogy k,— K... 
mivel K. , , ezek harmonikus közepe, ezért k,-- K c KeAko li 
a k, és K,.. , mértani közepe, ezért k, kr eKo a is igaz, azaz 
kos c Ka is fennáll. Így teljes indukcióval igazoltuk, hogy 
kk K, amiből — mint láttuk — a bizonyítandó egyenlőtlen- 
ség már következik. 

A monoton, korlátos sorozatok tulajdonsága alapján már 
tudjuk, hogy (kJ) és (K.) konvergéns sorozatok és 


lim ks lm K,. 


H-t an H-r na 


c) Azt akarjuk bizonyítani, hogy a két határérték megegyezik. 
2 
Adiunk felső becslést először a Ge ) hányadosra: 




















npi 
(en) - 2k.K, )- 2K 
Kt N (a kJ Vk.Kai § Kt K, Ni 
kl 2 a Én 
14 1 kel 
K, 
k 
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; K s : , 
mivel 1-2— és Ke. szam narmonikus közepe kisebb, mint a 


nagyobbik Szám. Alkalmazzuk ezt az egyenlőtlenséget egymás 
után (n— 1)-szer; 


— K, (KV (KV Kazi 
Szá (ő) el) 


ahonnan 





h. 


FT 


a V2. 


Í-— 





Ebből a ,rendőrszabály" szerint következik, hogy J2--1, azaz 


lim k,s líim K,. 


HT s HEH 


48. Az [GNI sorozat határértékének vizsgálatakor három ese- 
tet érdemes megkülönböztetni. Ha Ixt-- 1, akkor 


lim x"—Ü, 


így 1 
dum JAx)— Jim TE 1. 
Ha Ix1- 1, akkor 
: ; l 1 
kJ TETT 
Ha [x]5- 1, akkor 


lim s-— lim (1--x"")y— 1 es 


a Sz nt sa 


és ekkor 
: , Í 
kegstltláábená rezáatt 
1 It 1 
Az filx)— 1Ex2? f(x) TE és fAx)— 1Exő függvények gra- 
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fikonjának vázlatos felrajzolását megkönnyíti, ha észrevesszük, 
hogy páros függvények és értékkészletük a (0, 1] intervallum. 
A 18. ábrán ugyanabban a koordináta-rendszerben rajzoltuk 
meg az A(x), Ax), A(x) és Ax) függvény grafikonját. 





18. ábra 


49. Itt is három esetet különböztetünk meg. Ha Íxj— 1, x5 0, 
akkor //(20)-et így alakítsuk át: 


x"—ax-!" xii 
f XA — A, —  —,——, 
mk) x-xet xén4i 


Ekkor líim x"?—Ű miatt 


F7t sz 


lim f(x) — 1. 


Ft d 


Ha Ixl5-1, akkor ezt az átalakítást alkalmazzuk: 


. 1 ; 
Mivel he 1, ezért 
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2 
lim G) —-ú és lm ffx)—l. 


La sk] Ft aa 


Végül, ha IxI— 1, akkor például az első átalakítást alkalmazva 


1—1 
IÁJETTT Ő 
és Így 


lim f(9d-0 


net en 


15 teljesül. Az 


0, 


1, ha jxls-], 
f(xy1-1, ha Ixl-1x5z0, 
ü, ha lxl-1 


függvény képét könnyű felrajzolni (19. ábra). 





19. ábra 


50. A feladat megoldásához alkalmazzuk a 33. feladatban 
kapott eredményt. Eszerint 
" EEKZRNZOT 1, ha üsxzl1, 
f(x) him f (xj— Tim Vára 6 —]x, ha 1-cx£2, 
IT 7Y nr 2. Sdlad 2 
Da ha 2-x. 


2 
Itt felhasználtuk, hogy ha Üzxzl, akkor 5-1 is igaz, Úl. ha 
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2 2 
1--xs2, akkor 5 valamint ha 2—x, akkor xez , Azf(íx) 


határérték (vagy limesz) függvény képe a 20. ábrán látható. 





20. ábra 


51. Legyen (a,) egy tetszőleges sorozat. Három esetet külön- 
böztetünk meg. 


I. Az első eset legyen az, amikor az adott sorozatnak nincs 


Í 1 I 
273 4" 4, nagy nm? 


legnagyobb tagja (iten például az 1, 5 , 


H, 1. sorozat ), Ekkor legyen a,, a sorozat egy tetszőleges 


tagja. Válasszunk ki ezután az r,-nél nagyobb indexű tagok kö- 
zül egy a-t úgy, hogy a, sa,, teljesüljön. Ezt nyilván meg- 
tehetjük, mert ellenkező esetben a, volna a sorozat legnagyobb 
tagja. Ezután folytassuk a kiválasztást: az n-nél nagyobb indexű 
tagok között keressünk olyan a, ,-at, hogy a, — a,, teljesüljön, és 
így tovább. Ha a, -t kiválasztottuk, akkor az r,-nál nagyobb 
indexű tagok között keressünk olyan a,, , ,-et, hogy a, cd, 
teljesüljön. Az eljárás nyilván korlátlanul folytatható, mert ha 
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valahol elakadnánk, ez azt jelentené, hogy az utoljára kiválasz- 
tott tag a legnagyobb a sorozatban. A kiválasztás eredménye 
olyan 


össz ggg. 


sorozat, amely az (a )-nek szigorúan monoton NÖVŐ TÉSZSOTO- 
zata. 

II. Ha az eredeti sorozatban van ugyan legnagyobb tag, de 
véges sok tag elhagyásával olyan sorozatot kapunk, amiben már 
nincs legnagyobb tag (ilyen például az I, 2, 3, 45 ; : ; ; ,z 5 sas 


n—1 ; Eg 
ae. sorozat ), akkor az előző eljárást a módosított $0T0- 


zatra alkalmazva jutunk az eredeti sorozat egy szigorúan mono- 
ton növő részsorozatához. 


III. Vizsgáljuk meg a harmadik esetet, amikor akárhogyan 
hagyunk 15 el véges sok tagot a sorozatból, a megmaradt tagok 


között mindig van legnagyobb (iven például az 1, 5 , 2, 5 ; 5 , 
1 4 ] 5 1 n41 
ay graegye seg geo sorozat ,. Ekkor egy monoton 


fogyó részsorozatot tudunk kiválasztani a következőképpen; 
legyen a sorozat legnagyobb tagja a,.. Áz a,, után következő 
tagok között 15 van legnagyobb, legyen ez a, . Nyilván igaz, 
hogy a, Ea, Az eljárást így folytatva — miután kiválasztottuk 
az a,,.-t — az n,-nál nagyobb indexű tagok között 15 van leg- 
nagyobb, mert ellenkező esetben a véges sok alsó n. darab tag 
elhagyásával olyan sorozathoz jutnánk, amelyben nincs légna- 
gyabb tag, ellentétben a feltevéssel. Legyen az a,, után követ- 
kező tagok között a legnagyobb az a, , és így tovább. Ezzel 
az eredeti sorozatnak egy 


ktI 


z- ez z— s 
d Sd sv EGE Én ga tt 


monoton fogyó részsorozatát kaptuk. 
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52. Legyen (a) egy korlátos sorozat és használjuk fel az előző 
feladatban bizonyított eredményt. Eszerint (a, )-nek van egy (a, ) 
monoton részsorozata. Mivel az eredeti sorozat korlátos voit, 
a részsorozata 15 korlátos, A monoton, korlátos sorozat konver- 
gens, tehát az (a) sorozatnak van konvergens részsorozata. 


55. A Cauchy-féle konvergepnciakritérium más megfogalma- 
zásban azt mondja ki, hogy az (a) sorozat konvergenciájának 
szükséges és elégséges feltétele, hogy minden e--0 számhoz létez- 
zen olyan N index, hogy minden n, k--N-re Ia, — a,! e teljesül- 
jön. 

Igazoljuk először, hogy a feltételt szükséges, vagyis, ha (a,) 
konvergens, akkor fennáll a Cauchy-kritérium. Mivel (a,) kon- 
vergens, így tetszőleges ez 0-hoz van olyan N, hogy minden 
n: N-re 1a—al c , ahol a a sorozat határértéke. Legyen n—N 
és kN; ekkor 


E € 
[a—a Ela, —al-t-1a— ak czr 776. 


Mutassuk meg ezután, hogy a feltétel elégséges, vagyis ha egy 
(a, ) sorozatra igaz a Cauchy-kritérium, akkor a sorozat konver- 
gens. 


Tegyük fel, hogy (a,) kielégíti a Cauchy-kritériumot. Először 
azt igazoljuk, hogy ekkor (a) korlátos sorozat, Válasszuk e-t 
1-nek és keressünk egy ehhez jó N, küszöbindexet. Ekkor, mivel 
N.-17 NI, minden n:N,-re igaz az 


1 — ggal s Í, 


vagy az ezzel ekvivalens 


deal ea szdszt] 


egyenlőtienség. Legyen k az dj, d, ..., du dw.4171 számok 
közül a legkisebb, K az ay, da, ..., du Gx.4iti számok közül 
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a legnagyobb. Ekkor az előző egyenlőtlenség alapján minden 
n-re igaz, hogy 


ksa SK, 


vagyis az (a) sorozat korlátos, Az 52. feladat szerint ekkor ki- 
választható a sorozatból egy (ag, ) konvergens részsorozat. Lé- 
gyen (a,,) határértéke a, azaz tegyük fel, hogy: 


lim a-d 
és bizonyítsuk be, hogy a,—a is igaz. Adjunk meg egy tetszőle- 
Laj a 
ges ez-Ü-t és legyen N a Cauchy-kritérium alapján egy Év] -hez jó 


küszöbindex.  Becsüljük az la,—al különbséget: 
j Ila —anl-t la — al c7t 
a —alsz[la —a —-hb—ZE, 
rt mt Hi File a p. 


ha n, n--N és n,-t még olyan nagyra is választjuk, hogy 
la, -—alas teljesüljön. (Ez a, —a miatt lehetséges.) Ezzel be- 
láttuk, hogy 


lim aa. 


( : Szalai 


54, Legyen (a) egy monoton növő sorozat. Ha (a,) felülről 
korlátos, akkor konvergens; tehát tegyük fel, hogy (a,) felülről 
nem korlátos, Ez azt jelenti, hogy akármilyen P szármmot adunk 
is meg, van olyan ay eleme a sorozatnak, hogy P-:ay teljesül. 
A sorozat ugyanakkor monoton növő, amiből következik, hogy 
minden sz N.re ay za. A két egyenlőtlenség alapján, minden 
n:-N-re 


aP 
ált fenn, ami azt jelenti, hogy 


lm a,— 4 ss. 


Li Szztllleeni 
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A monoton fogyó sorozatokra vonatkozó megfelelő állítást 
így fogalmazhatjuk meg: ha (a ) monoton fogyó sorozat, akkor 
vagy konvergens vagy — -cs-hez tart. 

Legyen (a, ) egy monoton fogyó sorozat. Ha (a, ) alulról kor- 
látos, akkor konvergens. Tegyük fel, hogy (a) alulról nem kor- 

.látos. Ez azt jelenti, hogy akármilyen P számot választunk, van 
olyan / index, hogy az ay P egyenlőtlenség igaz. Mivel az (a,) 
sorozat monoton fogyó, ha n-- N, akkor a, — dy, így a két egyen- 
lötlenség alapján minden ns-N-re: 


a, zF, 
ami azt jelenti, hogy 


lim a.—— ec, 


m-t ez 


55, Legyen az (a) sorozat a következő: 


l 2 3 4 n 
— em I — —dginti 
27 0 374 5 (7) nki 
a (b, ) sorozat pedig az előző sorozat — 1-szerese, azaz: 
l 2 3 4 . A 
szeg cgegy se ez 


Az (a,b sorozat nyilván divergens, hiszen a páratlan indexű ta- 
gokból álló részsorozata : 


Il 3 5 2n—1 
2 kj 4 kj 6 $o"":g 2n : EL B BE 
1-hez tart, a páros indexű tagokból álló részsorozat, a 
2 4 ő . Zn 


ga: 7 a néz arg — anal? Mr 


sorozat —1-hez tart. Egy konvergens sorozatnak pedig nem 
lehet két különböző határértékhez tartó részsorozaáta. Így nyil- 
ván a (b) 15 divergens, 

Az(a,t b,) sorozat az azonosan zérus sorozat, ami konvergens 
és határértéke 0. 
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Az (a b.) sorozat a következő: 


al 8 7 KELL 
47 Ot 1677 (nil 


Ez is konvergens és határértéke — 1. 


Két divergens sorozat összege 15 meg szorzata is lehet konver- 
gens (nyilván divergens is!). 


56. Ha (a,) konvergens és (b,) divergens, akkor az (a-b) 
sorozat csak drvergens lehet, hiszen ha konvergens volna, akkor 
az (a,-- b, ) és (a, ) konvergens sorozatok különbsége, a (b. ) soro- 
zat 15 konvergens lenne. 


Az (a,b, ) sorozatról általában nem igaz, hogy divergens. Néz- 


zük meg például az ai és b .—n sorozatok szorzatát: a b -—], 


; . il , . 
ami konvergens; ha viszont ae és b —n?, akkor a b. —n, ami 


divergens. Ezekben az esetekben hm a —0, ezért nem tudtunk 


következtetni az (a,b. ) sorozat konvergenciaviselkedésére. Ha 
azon túl, hogy (a,) konvergens és (b) divergens még azt 15 ki- 
kötjük, hogy lim a,70, akkor már arra következtethetünk, 
hogy (a,b.) ís divergens, hiszen ha konvergens volna, akkor a 
(-tól különböző határértékhez tartozó (a, ) sorozattal osztva, a 
kapott (b, ) sorozat ís konvergens lenne. 


57. Ha lm a,b,—0, akkor lehet, hogy lm a, és lim b, 15 


H-t ma H-t an r-t na 
létezik, és legalább az egyik határérték 0. Lehet, hogy az (a,) 
és (b, ) közül csak az egyik sorozat konvergens és a határértéke Ü, 
a másik divergens; pl. legyen a,— , b. n, ekkor a b,—-0, 
Előfordulhat az Is, hogy mindkét sorozat divergens. Nézzük pél- 
dául a következő két sorozatot: 
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1 1 1 1 
1, 4" 3, 187 5, 36? 44m 2n—-], Ani " FF rgy 
l jú 1 
I, 2. 9? 4, 257 6, and (2n— 12? 2, dik ká 


Nyilván mindkét sorozat divergens, hiszen mindkettőnek van 
4- ssehez tartó részsorozata, ugyanakkor a szorzatuk, az 


1 1 111 1 1 
rar g? 475" 67 a.r 2n—1 7 9" 
sorozat konvergens és a határértéke 0. 


58. Az (a,b) sorozat lehet divergens: legyen például a, , 
b,—n?, ekkor a,b,.—n— — sa. Az (a, b,) konvergens is lehet úgy, 
hogy Jim a,b, 0: például a, — , b.—n eseténa b —1-1. Ha 


(b) konvergens, akkor nyilván c a b. -r0 áll fenn. Megmutatjuk 
most, hogy ha csak annyit tészünk fel a (b. 4-ről, hogy korlátos 
sorozat és az (a ) 0-hoz tart, akkor is igaz, hogy lim a,b, —0. 


FH "tt an 


Ha ugyanis (b,) korlátos, akkor van olyan K--0 szám, hogy 
minden 7i-Té d 


b. SK 
áll fenn. Legyen £--0 és becsüljük meg az la b] nagyságát: 
a,b, — la] id] eni Kla, ezé) 


ha az la [7 K egyenlőtlenség fennáll. Ez alkalmas N-nél na- 


gyobb n-ekre igaz, hiszen a — 0. Eredményünk éppen azt jelenti, 
hogy a,b, 0. 


59, Tegyük fel, hogy lim la !— 4: és igazoljuk, hogy az 


H-t a 





( — ) sorozat 0-hoz tart. Ádjunk meg egy ez-0-t és becsüljük 
H 
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a -ét: 
1 I 
ma szzé, 
d, [a] 
ha csak az 
ja] 


egyenlőtlenség fennáll, ami alkalmas N-nél nagyobb indexekre 
la [1 b es miatt igaz. 


Azállítás megfordítása, vagyis, hogyha—--0, akkor [d,]— - os 
szintén igaz — az előző gondolatmenet alapján látható. 


60. Hogy az (a,) sorozat tagjaiból álló számhalmaz nem kor- 
látos felülről, ez azt jelenti, hogy tetszőleges k természetes szárm- 
hoz van olyan a,, tagja a sorozatnak, hogy a, —k és nni. 
Ha ugyanis valamilyen természetes számra nem találnánk ilyen 
tagot, akkor a sorozat felülről korlátos volna. Az így kapott 
(a, ) részsorozat nyilván -k so-hez tart, hiszen tetszőlegés P szám- 
hoz megkeresve azt a térmészetes számot, amelyre kzP áll 
fenn, ez a ka jó lesz küszöbindexnek, mert ha kk, akkor a, — 
akzk EP igaz. 


ól.a)! A 7 legkisebb, csupa 8 számjegyből álló többszöröse a 
999 999 :- 109— 1, méghozzá 999 999 —7 - 142 857. Így az törtet 


a következő alakban írhatjuk : 
1 142857 142857 1 


T 999999 196 4 1 
195 


Ebből 7"rea következő végtelen tizedes tört előállítást kapjuk : 


0142 857... 


sal Ft 
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b) A 13-nak is a 999 999-10f— 1 a legkisebb csupa 9-ből álló 
többszöröse és 999 999—- 13: 76923. Ennek alapján a z Így 
irható fel: 


2 153846 153846 l 


13 999999 "106 ell 
10 
azaz végtelen tizedes tört alakban: 
2 . k 
137 0.153 846... 


62, Végtelen triadikus tört egy olyan 


Ü ada... d, 
alakú jelsorozat, ahol a, minden n-re a (, 1, 2 számjegyek vala- 
melyike. Az adott triadikus tört értékén azt a valós számot értjük, 
amely az 


di di, 82 di 4. a 
ESSÉK Taz; 7. .g 3 32 ké gar" rk 


(konvergens) sorozat határértéke. Nyilván minden ilyen triadi- 
kus tört értéke [0. 1]-beli valós szám. A tizedes törtekkel kap- 
csolatos bizonyítás mintájára igazolható, hogy minden, a [Ü, 1]- 
be tartozó, 1-től különböző valós szám felírható olyan végtelen 
triadikus tört alakjában, amelyben végtelen sok 2-től különböző 
triadikus jegy van. Ha azokat a triadikus törteket 15 megenged- 
jük, amelyben valahonnan kezdve csupa 2 jegy szerepel, akkor 
az olyan számokat, amelyek a 


Ü.djdz 4. SG Hl ! a,00 77 ag 


, véges" triadikus tört alakban írhatók, ahol ks l és a, az utolsó 
0-tól különböző jegy, még így 15 írhatjuk : 


Tr 
Ü, dja c. a éz ár ng 
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ahol a.—a,— 1 és utána csupa 2 jegy áll. Például az z triadikus 


alakja 


0, 0111 ..., 
mert 
ll] l ll 1 
lm (getgatget 37] - 
"1 1 1 
3 16 
13 


A 0 121212... triadikus tört értéke pedig a következő: 


1 2 1: 2 
im (ztgtztazteet ! 1- 








mzak3 8 OB 3 3in-i  32a 
1 2 1 1 
— lim (5rt 5j( gitt rgjé 
—-3. 1 5 
9 1 8 
13 


Ez után a bevezető után térjünk át a feladat megoldására és 
először is határozzuk meg h,, értékét. Osszuk fel a (0, LT inter- 


1 2 
vallumot az — , — számokkal három, ! hosszúságú részinterval- 


3"3 3 
1[. 
lumra. A E 5] intervallumba tartozó valós számok felírhatók 


végtelen triadikus tört alakjában úgy, hogy a 0 utáni első jegy ü 


; l MEN o; 
még az 7— 0022... triadikus tört is ilyen), Hasonlóan a 


3: 1] intervallumba tartozó valós számok olyan triadikus tört 


í25 


. 2 
alakban írhatók, ahol a 0 egész utámi első Jegy 2(5702...; 


150222. . .) ÁZ G ; 5) nyílt intervallumba tartozó valós szá- 


mok viszont csak olyan alakú triadikus törtként írhatók fel, 


2 
ami így kezdődik: 0,1. Hagyjuk el tehát a [0, 1j-ből az G : 5) 


intervallumot. Á második lépésben a megmaradt két zárt inter- 


vállumot osszuk fel az ; , ő , NE a 5 , 3 szárnokkal három-három 
részintervallumra. Áz előző gondolatmenethez hasonlóan látha- 


tó, hogy a jo 5 [5 , 5; 11. a E , 5] jő , L) intervallumok- 


ba tartozó valós számok felírhatók olyan triadikus tört alakjá- 
ban, ahol a ü egész utáni második számjegy 1-től különböző. 


AZ (s , 5). 11]. G , 5) intervallumok elemei viszont a Ü egész 


utáni második helyen az 1 számjegy felhasználásával írhatók 
triadikus alakban. Így a második lépésben kapjuk meg ezeket 


az intervallumokat, ezek együttes hossza 2." ; (21. ábra). A meg- 


— th ——— a hp 
a 1 2 i 2£ 3 B j 
9 9 3 3 9 9 21. ábra 


maradt mteérvallumokba tartozó valós számoknak van tehát 
olyan triadikus tört alakja, amelyben a 0 egész után az első két 
helyen 1-től különböző jegy szerepek Az eljárást így folytatva 


1 : 
látható, hogy az n-edik lépésben 277! darab 7 hosszúságú 
nyilt részintervallumot kell elhagynunk ahhoz, hogy a megma- 
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radó számoknak legyen olyan triadikus tört alakja, ahol az első 
n helyen a Ó egész után 1-től különböző jegy van. Az Így meg- 
maradó intervallumok A, összhosszát úgy kapjuk, hogy í-ből 
kivonjuk az elhagyott részintervallumok hosszának összegét: 


2 "A 
(0, fi 2 27-1 , 1-6) 27 
mz1- (árára 3 - (5). 
173 


Ebből már nyilvánvaló, hogy 


lim h,— 0. 
A kapott eredményt úgy értelmezhetjük, hogy a [0, 1] inter- 
vallamban csak , 0 összhosszúságú" azoknak a pontoknak a hal- 


maza, amiknek van olyan triadikus tört alakja, amikor az Ijegy 
nem szerepel. Ezt a halmazt Canror-halmaznak is nevezik. 


63.a) A következő átalakítássorozattal célhoz érünk: 





8 1 

57—]g; a lánctörtjegyek : 0, 1, 8. 

1--- 

8 

13 3 
b) 57243—-24—5-2i — : 
12 14——T 
142 





127 








id7 ME. 
2 


a kapott lánctört jegyei: 0, 2, I, b, 1, 2. 


64.a ) Írjuk fel az ai véges lánctört alakját: 





3--—— 
1 
145 


Az euklideszi algoritmus két pozitív egész szám legnagyobb kö- 
zös osztójának megkeresésére szolgál. 44 és 56 legnagyobb közös 
osztóját a következő módon kereshetjük meg: 


56—44:1- 12 
44— 12 - 3-8 
12-8":1--4 
zá: 2. 


Könryyen ellenőrizhető, hogy a felírt maradékos osztási eljárás- 
ban az utolsó nem 0 maradék, a 4 szolgáltatja 44 és 56 legna- 
gyobb közös osztóját (ügyeljük meg az eljárást: az első lépésben 
az egyik adott számot osztottuk a másikkal, a következő lépé- 
sekben pedig mindig az előző osztót osztottuk az előző mara- 
dékkal). 

Eszrevehető, hogy a kapott lánctörtjegyek: 1, 3, 1, 2 rendre 
megegyeznek az osztási eljárás során kapott hányadosokkal, 


b) A bizonyítandó állításnak az a része, hogy a véges lánctört 
alakban felírható valós számok racionálisak, nyilvánvaló, hiszen 
egy véges lánctört olyan , emeletes tört", amit azonos átalakítá- 
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sokkal a alakra hozhatunk, ahol p és g egész számok. Igazoljuk, 
T 
b 
egyeznek az (a, bi legnagyobb közös osztó megkeresésére szol- 
páló euklideszi algoritmusban kapott hányadosokkal. 


Az a, b számokra (b50) az euklideszi algoritmust általában 
a következő alakban írhatjuk fel: 


hogy általában 15 az — tört véges lánctört alakjának jegyei meg- 


a bűgt Fi]. 

öszrigi tra 

n—-rgetry 

T-2—rho18n-it fm 

Fn-1 tn" dm 
ahol gEŰ, gas ...; a pozítív egészek, ryzraz...sr eü ésr 
az utolsó nem Ű maradék. Igazolható, hogy r, valóban a és b 
legnagyobb közös osztója. Mi csak az előbb kimondott állítást 
igazoljuk. Osszuk végig az első egyenlőséget b-vel, a másodikat 
regyel, s í. t. az nt 1-ediket r,-nel: 

ml -k fa 

p-do b : 


LANG, RL EG GY, ENNE. NN § 





A most felírt egyenlőségekből már egyszerűen következik ; 
lánctört előállítása : 


9 Határértékszámítás 129 


amin 


-F 1— rar 
Ű u 
ami éppen a bizonyítandó állítást adja. Ezzel egyszersmind az is 


kiderült, hogy bármely pozitív, 2 racionális szám véges lánctört 


alakban irható. 


65.a)] Az 


1 
1 
1 
2-h... 


1-t 
2-4 
2-k 





végtelen lánctört az 


ar714; 
1 
aaz itTig 


rekurzív definícióval megadott sorozat határértéke, Erről a 50ro- 
zatról már a gyakorló feladatok során kapott általános ered- 
ményekből tudjuk, hogy konvergens, Határértékét, vagyis a 
lánctört értékét a következő egyenletből tudjuk meghatározni: 


xz1-t : 
07" 19-x" 


ahonnan xs K2. 


130 


b) Az 


1 
1 
hi 
1 
1 
3-6... 


1 -- 
2- 
3-r 
1-k 
2-4 





lánctört például a következő rekurzív definicióval adható meg: 


11-14 
24: 
3 
d,41717 — 
24—— 
3-1 
ér 


Az (a ) sorozat nyilván részsorozata a lánctört közelítő tört- 
jeiből álló sorozatnak, így konvergens és határértéke a lánctört 
értéke. Az x határérték a következő egyenletnek tesz eleget: 





x-1- ] 
24— 
3-4 - 
x 
, V3 
ahonnan, mivel x:-Ű, xs . 


06. Egy lánctörtet akkor nevezünk periodikusnak, ha a lánc- 
tört jegyeinek sorozata periodikus g--től kezdve, azaz, ha a 
lánctört a következő alakú: 
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gitt 
gr 
gyr 


dat 
dada 





nt 
d gat... 


Ennek a lánctörtnek az értéke a következő rekurzióval definiált 
sorozat határértéke : 


azdimr T ; 
LTE 
g3 
Űn 
d... 1 7dit ! 
anti 1 dat s ( 
KNK ÚN 
4a-1 G.td,—di 


Az (a) sorozat x határértékét az 


1 
szart 


ol 
dtx— di 


egyenletből számíthatjuk ki. Ez az egyenlet a jobb oldalon álló 
kifejezés azonos átalakításával 
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. axd-b 
— cxtad 
alakra hozható, ahol a, b, c, d egész számok. Ebből következik 
már, hogy x egy egész együtthatós másodfokú polinom gyöke. 


kk 


67. Legyenek x és y irracionális számok, (r,) és (s) pedig 
olyan racionális számokból álló sorozatok, amelyekre r —-x és 


$.—y igaz. Ekkor a 30. gyakorló feladat szerint a7--a", a"- a", 


artana gy (hiszen r, ts, xy). A racionális számokra érvé- 
nyes az egyenlő alapú hatványok szorzására vonatkozó azonos- 
ság, tehát minden H-re : 


a" . a" artn 


Könvérgéns sorozatok szorzata is konvergens és határértéke a 
tényezők határértékének szorzata, ezért az előző egyenlőségből 
ézt kapuk: 


X , -— axt 
a": atsca 


és ezt kellett igazolnunk. A többi esetet hasonló módon lehet 
elintézni. 


68. A 31. feladatból túdjuk, hogy minden rr-— Í-re igaz a kö- 
vetkező egyenlőtlenség: 


(15 ses (127) . 
H n—-1 


Ebből ekvivalens átalakításokkal az 


i 
er] kifejezésre a követ- 





1 
HF 
kező becslést kapjuk : 


I 
er—1 n 
-azzi 


1-- I 1—[/ 
ig! 
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Mivel lim —-—1, a ,rendőrszabály" szerint: 


A-t öm 


1 


.  e€7—Il 
hm —]. 





! ( illan 


1 
n 


69. Használjuk fel itt is a 31. feladatból ismert 


Hm ri 
(1 4) zt fsz (15) 
A h 


azonosságot. Ebből az In x függvény szigorú monoton növése 
. miatt: 


m(145) (ez) 
n H 


1 az ] -— 7 
n ni 
(145) 
n7 nti 
NN ENEK Te 
n 


Ebből, az egyenlőtlenség két—két oldalát külön-külön ügyelem- 
be véve a következő becslést kapjuk: 


1 
h (15) 


nyi pt 


n 
ahonnan a , rendőrszabály" szerint: 

l 

in 1 -- — 

n 


lirn —— ez]. 


HTt 


Ft 
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70. Az 5. feladat szerint az Kn sorozat a 3. tagtól kezdve szi- 
gorúan monoton fogyó, tehát 1—3-ra 


n.-. nari... .. 
ns VnET. 
A logaritmusfüggvény szigorúan monoton növő, tehát nz 3-ra : 
Inn ., ninth j 
H n-t1 


ü H a Fr Le F F 
Az HE sorozat tehát szigorúan monoton fogyó, alulról korlá- 


tos, mert minden tagja pozitív, tehát konvergens. Jelöljük a 
határértékét x-szel. Ekkor a páros indexű tagokból álló részso- 
zat 15 x-hez tart: 


0 inízm ,. la2 1lnni í 
xz hm — hm (Zé es at 





A. kapott egyenletből x—0, tehát 


71, Részletesen küűriuk a sorozat "t-edik tagját és közben fel- 
használjuk az 


l (k— 14k4-1) 
(173) -im TEN  ENNNNÉN 

s Iník—11—21n kt ln (ki 1) 
azonosságot: 


In 1—2 ín 2--ln 34 

$ln 2—2 ln 34-In 47 
41n 3—2 In 4--Ín 5-k 
tin 4— 2 1Ín 5--]In 6-t 


-1]n(n—29—2 Inín— 1)-- Ín mr -k 
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-- ln í(n—1j—21]nn--]n(ni1- 1 
— —In 24-Inín-3-1)— In n— 


——-1n2-in (13), 
F 


Mivel a 69. feladatból következik, hogy lim (15 Ű, 


im § m(1—)- —1n 2. 


nie sz 


72. Vizsgáljuk először a páros indexű tagokból álló részsoro- 
zatot. Ez így alakítható át: 


I 11. 1 1 


iegtzegte ti nő 


Il 1 I 
eltztzt baz 2(3r7 s. 57) ha 


1 1 1 1 1 
E145t.. seg tag -(1655 az). 


A 32. gyakorló feladat eredményét abban a formában hasz- 
náljuk fel, hogy 


I ji 
Ie2t...Pőshhnkcte, 


ahol c az Euler-féle konstans, e, pedig egy konvergens, 0-hoz 
tartó sorozat. Ennek az összefüggésnek a felhasználásával a vizs- 
gált részsorozat így írható; 


1 1 L 1 
iögtzz ee bzgET 37 


—in 2n-- ect e, —íln nt e-t e) 
—in 2-é2,—e, 


ahol e, — 0, £,— Ü miatt e, —£,--0, tehát: 
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. l 1 1 1 


A páratlan indexű részsorozat határértéke ezek alapján; 
. 1 I 1 1 1 
im (1 tg vágtanyT 
. 1 il 1 1 
— lm (1545 eetgT 73; ) ő 
- him et in 2. 


n- 2n4I 


Így a két részsorozat , összefésülésébő!" adódó sorozat is kon- 
vergens ÉS 


— rk... —]Ww-!-ti—in2. 
lirn ( atz -H(— 1) 5) n 


HET sm 


73.a) A 72. feladatban alkalmazott átalakításból látható, 
hogy 


1 1 1 1 1 
Iztzegtertzni 2n 
1 1 1 l i 1 
-iezteetteggrtee te [1654 
— hp... rt 
n-1 2n 
Ebből rögtön következik, hogy 
1 1 
im lggrteetá] 2 
b) A sorozat n-edik tagját alakítsuk át a következőképpen: 
rab ohl ld hl. 1 1 
tzavztst7 a an 3 ani an 
1 1 1. 1 1 i í 
—1—--1- 


ztzsgtee tani ön togrit anyit 
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Í 1 1 1 l 1 
Tee anzi CESENESÉNETETE TT Mi 
I 1 1 
Hi Gétaezt v ETESBÉT Ea 


-( 6... 
Mnrl 0 09nF 


számítsuk ki az átalakítás felhasználásával a határértéket : 
. 1 
im (137 halas a. Agg tET a] 


szek 3 2tatTa 41—3 ant Zn 
— lm (1—545—seggbgeg e 

Him (ST EGEZT —h- 

— lm slgrteetágj-te 24n2—5 in 2 
— In 2. 


c) Írjuk ki részletesen a sorozat n-edik tagját a következő át- 
alakítás felhasználásával: 


I ák 1 LL 1 1 
k(ák2—1) 4k2—i Kö 2k-IV2kEÚ "2k 


" 1 
2, k(4k2— gy) 


adi ! 
1 


Í 
-1tz-2 zT 
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nb nt 2.t 
2n—1 2ni1l Zn 

111. IL 4. 1 1 
-2(1-545- 47 etzTütai) MÉTET 


innen már látható, hogy 


— 


H 


1 
e ztvcvzevisáásádtás 


74. Az 17 rt zet. (4 dysorozat monoton növő. Igazoljuk, 
hogy korlátos is. Becsüljük felülről a sorozatot: 
i 1 1 
[ -- zt zt Le: "sa 
Í Í 1 
eltriztarztee tan 
ei 1 1 ll 1 1 


A sorozat tehát konvergens. 


—1-k 


75.44) Első megoldás: teljes indukcióval igazoljuk egyszerre a 
két azonosságot. 1—0-ra nyilván mindkettő fennáll. legyük fel, 
hogy r-re igazak, mutassuk meg, hogy "r-1-re ís fennállnak. 
Ehhez használjuk fel, hogy 


sin (2234 sin [(21-- 1) 2] 

— sin (2n--1)xcos 2x-- cos (2n--1)e sin 227 

—sin (2n-- Lya(cost x— sino 9-4 cos (22-t Dhe2 sin et cos a, 
cos (21 Pas cos [(2nt 1)x--2a] — 

—co5 (2n--1)acos 2x— sin (2n-- 1)ax sin 297 

— cos (2n- Da(cost a — sin? a1— sin (2n4- 1)z2 sin z cos a. 


Ebből, az indukciós feltevést felhasználva és alkalmazva a bino- 
miális együtthatókra vonatkozó következő összefüggést: 
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2n-t-1 2-nt1 2nt14  /2n-4-2 
Very klan AG ED ElAe E 
, (na ki) 

kt1? UkárlF 


éppen a bizonyítandó azonosságokat kapjuk. Á részletes szá- 
molást itt nem végezzük el. 

Második megoldás: Alkalmazzuk a cos a--isin x komplex 
szám 2n-t 1-edik hatványának kiszámítására egyrészt a Moivre- 
rételt, másrészt a binomiális tételt. Ezután űgyelembe véve, hogy 
két komplex szám akkor és csak akkor egyenlő, ha külön a 
valás és külön a képzetes részük egyenlő, éppen a bizonyítandó 
azonosságokat kapjuk. 


b) Az előző, a) feladatban igazoltuk, hogy 


sin (2n-- 14 07 " eosírasin üt — 


3 


Osszuk végig az egyenlőséget sinért! g-val; 
sin (2n--1ja  (2n--1yfeose dé 
sinttig 4 1 SÍN 


2ntli/ cos ex kénes n 
- eggs 


, cosa  , . ; 
ami ctg c — sír a miatt éppen a bizonyítandó azonosság. 


— Hi " eosrzZasinő a-b... 4(—Dssinérti a. 








c) A b) feladatban bizonyított azonosság jobb oldala a ctg" a- 
nak egy polinomja. Ha ebben az azonosságban a helyére rendre 
TE dr Hz 
KETEEMETTE MMSE TT 
bal oldalon álló tört számlálója 0 lesz, hiszen: 


sin (21-k b 


számokat helyettesítjük, akkor a 





— sin krz, 


140 


ha k—l, 2. ..., n. Ezért a 


07 Je 07 "een (El 


polinom gyökei az előírt n darab különböző szám és csak ezek, 
mert a polinom n-edfokú és egy n-edfokú polinomnak legfeljebb 
n különböző gyöke van. (Az hogy az előírt számok mind külön- 
bözők abból következik, hogy ha k—i, 2, ..., n, akkor a 





fert alakú számok 0 és — közé eső különböző számok, és hogy 

2n-t-1 2 

am). ME 
a ctg x függvény a (e, 5) intervallumban szigorúan monoton 
fogy.) 

d) A két összeg közül először az elsőt vizsgáljuk. Az összeg 
tagjai éppen az előző, c) feladat megoldásában talált poltnom 
gyökei. Használjuk fel a polinom gyökei és együtthatói közti 
összefüggést, vagyis azt, hogy egy n-edfokú polinom gyökeinek 
összege az (nr—1)-edfokú tag együtthatójának ellentettje, osztva 
az n-edfokú tag együtthatójával. A mi esetünkben tehát: 


ect —— 1 etg? MESA ... ket s 
2n--1 2n--1 2znti 


2n-t-1 
3 . h(2n—1) 


2n-4-1 3 
i 


A másik összeg átalakításához használjuk fel az 


——- nr 


LL sír a cos a 











— T— F 
Sin? ér sin egy 1-4 etgő az 
azonosságot: 
1 1 1 
—— 41 —— — 1. th ——— — 
sin2 — sins MEsdll sim2 
2n-tl1 2n--1 2n-t-1 
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ke 2 7 a ÉR 2 IT 
n1-- Cíg nai 8 smart td XI 
— na KET 1) azt 1) i 


:T 


e) Legyen 0-- a 7 A 22. ábrán egy origó középpontú, egy- 





22. ábra 


ségsugarú kört rajzoltunk. Itt a PA ív hossza a és a szögfüggvé- 
nyek definíciója szerint PR: sin xs, PO—tg a (PO a kört P-ben 
érintő. A P" a F-nek az x tengelyre vonatkozó tükörképe, igy: 


PP C2sin a, 
PO-OP"—21g 7. 


Használjuk fel azt, hogy definíció szerint a körív hossza a kör- 
ívbe írt töröttvonalak hosszának felső határa. Ezért, mivel PP" 
egy a PAP" ívdarabba írt töröttvonal (és van ennél hosszabb 
beírt töröttvonal 15 pl. gyen volna a PA és AP" szakaszokból 
álló): 

2 sin x-z 2 ge. 


A FO és OP" szakaszokból álló töröttvonal hossza a PAF" ívbe 
írt töröttvonalak hosszának egy felső korlátja (ennél még kisebb 


[42 


felső korlát 15 van], így a beírt töröttvonalak hosszának felső 
határánál, vagyis az ívhossznál nagyobb, tehát: 


das 2 tem 
E két egyenlőtlenségből következik, hogy 
0--sim ecg-eíg e, 


ahonnan 


ll l 1 
-—— ör e zűtg as g, 
sne xx iga 


majd négyzetre emelve 


1 

i— e a üt 2 gy 

sine az B s 
e d 

ha Ü0-- 2.2 . 


1) Alkalmazzuk az e) feladatban bizonyított egyenlőtlenséget 


2-2 ere (kz1,2, (nyi 
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1 (2nEIY  , ka 
NEZZEN ÉTET 

2n--1 


ha k— 1, 2, ..., n. Adjuk össze ezeket az egyenlőtlenségeket és 
alkalmazzuk a d) feladatban kapott azonosságokat: 











2n(n-D). Cnr2 (231 (na 1 
3 lég genz TT nm 
va n(2n— 1) j 


. , , 1 2... 
Ebből, ekvivalens átalakításokkal az 1425 s. 1-7 kifejezésre 


a következő becslést kapjuk : 


1 43 


mr: 2nín-t 1) Í 1 mt ní2n—1) 

3 One tutter TET 
Mivel 

tm 20n- 1) tm ní2zn—1) 1 


nem (2n-EIZ ,.. (nr 2" 
a , rendőrszabály" alapján azt kapjuk, hogy: 
. 1 Í4 s 
im 1éggt...ő 5 


Het 


144 


II. EGYVÁLTOZÓS FÜGGYÉNYEK 
HATÁRÉRTÉKE 


1. Függyények és grafikonjaik 


Ebben a fejezetben valós változós, valós értékü függvényekkel 
foglalkozunk, azaz olyan függvényekkel, amelyek a valós szá- 
mok egy részhalmazát — a függvény értelmezési tartományát — 
a valós számok egy részhalmazára — a függyény értékkészleté- 
re — képezik le. Részhalmazon itt mindkét esetben magát a hal- 
mazt is értjük. Függvények jelölésére általában az 7; g, k stb. 
betűket fogjuk használni. Az f(x), g(x) jelek az f. ill. a g függ- 
vénynek az x valós számhoz rendelt értékét jelölik. Gyakran 
magát a függvényt 15 f(o0)-szel, e(.0)-szel, R(x0)-szel jelöljük, így pl. 
beszélni fogunk az x" függvényről, a sin x függvényről stb. Függ- 
vényeket — a sorozatokhoz hasonlóan — sokféle módon adha- 
tunk meg. Igen gyakran egy képlettel adunk meg egy függvényt, 
pl. VL— xi, és ezt úgy értjük, hogy az adott függvény értelmezési 
tartománya mindazokból a valós számokból áll, amire a képlet- 
nek értelme van (itt a [—1, I) intervallum az értelmezési tarto- 
mány). Gyakran azonban égy utasítás definiál egy függvényt. 
Például /(x) legyen az a függvény, amely az x oldalhosszúságú 
szabályos háromszög területének értékét adja meg. Természe- 
tesen /(x)-nek csak x:-0-ra van értelme. Ezt az f(x)-et képlet- 
tel is megadhatjuk : 


V3 
WE 





f(x) — 


xt ha x:-0. 


A következőkben először az lesz a célunk, hogy elemi eszkö- 
zök felhasználásával tapasztalatokat gyűjtsünk függvényekről. 
Példákat fogunk nézni függvények különböző megadására és 
sok függvény grafikonját fogjuk felrajzolni. Ismertnek tekintjük 


Határértékszámítás 145 


az f(x)—c (e tetszőléges konstans), x, x! és 1 függvényeket és 
grafikonjaikat (23., 24., 25. és 26. ábrák), 


Yy-c 
23. ábra 
salt 
az 
24. ábra 


. Az [3] függvényt az L. fejezet Í. pontjában már definiáltuk. 
Értelmezési tartománya a valós számok halmaza, értékkészlete 
a némnegatív valós számok halmaza (27. ábra). 

Egy további egyszerű függvény az ,,x egész része" vagy , entier 
x" (olv.: ,antyié x") függvény, amelyet így jelölünk: [5] és a 
következő definícióval adhatunk meg: [x]-n, ha n az az egész 
szárn, amelyre az HE x-cn- 1 egyenlőtlenség igaz. Az x függvény 
értelmezési tartománya tehát az összes valós szám, értékkészlete 
viszont az egész számok halmaza. A függvény képét a definíció 
alapján könnyen felrajzolhatjuk (28. ábra). 
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25. ábra 


exsg 
e 
fől sze ) 
kn) 
Ya 
4 
147 


10" 
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v -lzl 


27, ábra 








zg. ábra 


Gyakorló feladatok 
1. Ábrázoljuk a következő függvények grafikonját : 
al x—[: 


bi  x: [5]; 


cd —; 
" E] 
x xX 


1 
e! xh—l. 
Ax 


Megoldás : 


al A függvény grafikonját az x és az [2] függvények gratikonja alapján 
lehet könnyen megrajzolni (23. ábra). 

b) Az x" [] függyény értéke ha ÜSx— 1, akkor Íx]s0 miatt x" [x17-6. 
Ha 15x—2, akkot [x]—-1, így xlxJmx, ha —1szx-—0, akkor ix] —1, 
igy x[x1— — x, általában ha szx-cn--1, ahol n egész [x]7n, tehát x[x1— ix. 
A függvény képét a 30. ábrán rájzoltuk még. 


x . , F . , 

c) Az ti a [6, Dh intervalhumban nincs értelmezve, hiszen itt [x]—0. 
X 

Minden más helyen értelmezve van és ha rSx mnit, ahol nr Ő egész szám, 


XxX X 
ekkor Td 7 . A függvény képe a 31. ábrán látható. 
fi d RH 


] l 
di Először az 5] függvény viselkedését vizsgáljuk. Ha 15—-—r--1], 
xx fi új 





l 1 
n egész szám (rs 0, — 1), akkar e Az egyenlőtlenség az —sxz- 
x H nti 


1 . 1 ; .. 
esetben igaz. Ha x-1, ekkor 0--—-—1 miatt B zŰ, végül ha xs -I, 


x 
l t 
akkor 0:-—s —1 és B 
x x 


1 l 1 a a. 
Ezek alapján az —— B függvényt az — függvény görbéjének darabitai- 
fé. XL -L 
ból állíthatjuk elő (32. ábra). 
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31, ábra 


Te 
I 
kazzké 
I] 
fi ar gy—- 
a Ze. mr] Ce 
esti mele 








32. ábra 


30, ábra 


1 1 I 
el Az JB függvény graükonját szintén az B függvény értékeinek 
x x 


figyélembevételével állíthatjuk össze (1. a d) feladat megoldásátk A grafkon 
eryenes darabokból, pontosabban félegyenesekből és szakaszokból áll 
(33. ábra). (A szakaszok egyik végpontja az yi egyenesre, másik vég- 
pontja az y— —x3-1 egyenesre illeszkedik.) 


A tr rra ara ma me 





33. ábra 


2. Vázoljuk a következő függvények grafikonját : 


al Yax; 
b) Vx-[]; 
e) lx-H31--lx—2l; 


d) l24x-6l; 

e) 13x1— sé; 
le] 2 

19 TEZTÉ 
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34. ábra 





36. ábra 


35. ábra 


Megecldás : 


a) A Vx függvény az x? függvény (0. - ev) intervallumhoz tartozó ágá- 
nak inverz függvénye, definícióját így adhatjuk meg: VÉx az xz0-ra van 
értelmezve, értéke is nemnegatív és (VxVX—x, A függvény srajikonját az 
myerz függvény tulajdonsága szerint úgy kaphatjuk még, hogy az x" függ- 
vény graökonjának a [0, 4- ee) intervallumhoz tartozó ágát az y—X egye" 


nesre tükrözzük. A Kx függvény értelmezési tartománya és értékkészlete is 
(0. 4 en) (34. ábra). 
b] Az [d] függvény definicióját felhasználva, ha az n egész számra 


n:x-:nt 1 igaz, akkor Y.x—[51—-V x— nr, amiből következik, hogy a Hügg- 
vény mindenütt értelmezvé van, hiszen a--17xEn miatt 1—mx—nzűü és a 


függvény grafkonját a Kx függvény grafikonjának a [0, 1) intervallumhoz 
tartozó darabjából állíthatjuk össze (35. ábra). 


c! Az lxt definíciója alapján a függvényt a következő alakban írhatjuk : 


-.2x—I, ha x-——3, 
tr 31--hr— 25 5, ha —3Ex-2, 
zxt1i, ha 25x. 
A iüsgyény srafikonja a 38. ábrán látható. 


d) Az 24 x—6 polinom két gyöke —3 és 2. Mivel az x? együtthatója 
pozitív szám: 1, a függvény értéke a két gyök között, tehát a (— 3, 2) iriter- 
vallumban negatív, a (— es, —3] és [2, -k e) intervallumban nemnegativ. 
Az abszolút érték definiciója alapján az ábrázolandó függvényt így írhatjuk 
ehát: 
x24x—6, ha xs—3 vagy xEZ, 


23 x-őjz— 
xeeeebi b ege7ő ha —3-—x-i2 


A függvény grafikonját ennek megfelelően paraboladarabokból rakhatjuk 
össze (37. ábra). 


2) Az abszolút érték definíciójának felhasználásával írjuk ki részletesen 
az ábrázolandó fügrvényt : 


data ; 3x—x?, ha xzü, 
x1— a"— 
—3x—xt, ha x-Ü. 
A függvény grafikonja tehát paraboladarabokból áll £38. ábra). 


f) Az előző feladatokban alkalmazott módszerrel itt is írjuk ki két [e- 
pésben részletezve a függvény definícióját : 
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y -]x2--x—6éi 





37. ábra 





38. ábra 


hm nki etltttltüö 





39. ábra 





JŰ. ábra 
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az. zat ha —d-cx-zŰ, 











ll 3 4--x x-r 
—-—— , ha Iz] 4, 
4—Ix] xt2 6 1. ha 0— 4 
ZT em [ , A Sx-d4d, 
ezta 4—-x 4—x 
1x1— 4 xHt2 6 
j — zenei, ba x:-4, 
ixI-42 ha hxled x—-4 x—4 
i XI jJ 
1x1—4 x—2 a) h 4 
——1]- , ha x-z — 
xr4 xtá4 


L.J J a iÍ Fr - uk 
Ennek alapján a függvény grabkonját az — függvény transzformációival ka- 
j XX 


pott függvények eraöikonjának darabjaiból állíthatjuk össze (39. ábra). 


Az I. fejezet 4. pontjában definiáltuk a pozitív valós számok 
irracionális kitevőjű hatványát. Ennek alapján az e" függvény 


H 
tulajdonságait ís vizsgálhatjuk. Az e szám az (145) sorozat 


határértéke, Il. I. fejezet 3. pont [. A függvény értelmezési tarto- 


mánya (— os, 4 ee) értékkészkete a (0, 4 ce) intervallum (40. 
ábra). Az ec" függvény az egész számegyenesen szigorúan mono- 
ton növő, inverz függvényének, a log, x—]n x (41. ábra) függ- 
vénynek értelmezési tartománya (0, -H ce) értékkészltete (— ee, 
-F se), 

szükségünk lesz a jól ismert sin x és cos x függvényekre is 
(42. és 43. ábra). Mindkettő értelmezési tartománya a teljes 
számegyenes, értékkészlete [— Í, 1], mindkettő 2rz szerint perio- 
dikus, azaz a 


sin (x4 271— sin x 
cos (xt 27 cos x 


egyenlőségek minden x-re fennállnak. E két függvény szoros 
kapcsolatát a 

cos x—sin 51x) 
is kifejezi. 
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41. ábra 


42. ábra 





43. ábra 
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at 


haja 


sz Ült 05 x 








t 


y- arc $in x 






—1 


44. ábra 45. ábra 


a a" r 1 76. . : 
Á sin x függvény a ő 5; intervallumban szigorúan mo- 


2"2 
noton növő, Itt van inverz függvénye: arc sin x (oly. , arkusz 
szmusz") (44. ábra). Az arcsin x függvény értelmezési tarto- 
mánya a [— 1, 1], értékkészlete a 1 , H] intervallum. A cos .x 
függvény a [6 x) intervallamban szigorúan monoton fogyó, itt 
van inyerz függvénye: arc cos x (oly. : , arkusz koszinusz") (45. 
ábra). Áz arc cos x függvény értelmezési tartománya a [— 1, 1], 
értékkészlete a [Ü, sr] intervallum. 


A tg x és ctg x függvények zzz szerint periodikusak. A tg x ér- 


ron r rt r m op r 
telmezési tartománya a zt k:t alakú számok kivételével a valós 


szármmnok halmaza, ahol k tetszőleges egész szám, értékkészlete 
(— aa, -4 ee) (dő. ábra). A ctg x függvény a (kz, (k-t-1yr alakú 
intervallumokban van értelmezve, ahol k egész szám, értékkész- 
lete szintén (— cs, -t ca) (47. ábra). 

A tg x-nek a (- 5 ;, 5 J-ben szigorúan monoton növő ága van, 
ehhez tartozó inverz függvénye az arc tg x (olv.: , arkusz tan- 
gens") függvény (48. ábra), amelynek értelmezési tartománya 
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Tt TT ET AN e ri —  — — ma 


ki] es 


kt eg 


47. ábra 





5), Hasonló módon a ctg x 
a (0, r)-ben szigorúan monoton fogy, inverze az arc ctg x (oly. : 
, arkusz kotangens") (49. ábra), értékkészlete (0, 7r). 


(— 50, ea), értékkészlete (5 








y-arcigx 


Gyakorló feladatok 
3. Ábrázoljuk a következő függvények graűkonját : 
al lIn]lxi; 


EGNNNNNNNRRRRKRRRRRRTR b) 2gali-bet 


c) Ilnjx—I]I; 


dd Xn 


MYRNNNGNNYN TT Megoldás : 
a) A függvény értelmezési tartománya a 0-tói különböző valós számok : 
in ai ln x, ha xz0Ü, 
lInf—x ha xb. 
A füzgvényt ennek alapján már könnyű ábrázolni (50. ábra). 
6) Az abszolút érték definíciója alapján írjuk ki részletesen a függvény 


y-üre ctg KK 


definicióját : 
- 2437" ha O0sxzl, 
2-3, ha sis1j Hi GENE eszes] 
49. ábra 24.3ít-latb 24395 ha -Isx-0 


24-37! ha x--, 


223 h 1 —x- 
a hal 23 ha x-—I, 


A (üggyvény képét a 3. függvény görbéjének egyes , darabraiból" állíthatjuk 
össze (51. ábrak. 


c) Ismét azt az utat érdemes követni, hopgy írjuk fel a függvény defini- 
cióját esetszétborítással : 


iníx—1) ha x5Z2, 
In(1—ax, ha xz0, 
-—l]níx—1) ha 1—x-2, 
—Iníl—m, ha 0—x-i. 


ln I6—II, ha a-t 
iin ja— bis 
-—1]n Ix—1i, ha 9ee-ilet 





50. ábra A függvényt ábrázoló görbe az 52. ábrán látható. 
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51. ábta 


52. ábra 





v-Íln 1x—1]] 





4) A log, x (üggvény értelmezési tartománya a pozitív, 1-től különböző 
valós szárnok (1 alapú logaáaritmust nem értelmeztünk), azaz a f(l, 1) és 


(1, 4 ee) nyilt intervallumok, Ezekben mindenütt log, x—i, tehát x198-" — x, 
ha x a (b, 1) vagy az íl, 4 sed nyilt intervallumok, eleme (53. ábra), 


4. Ábrázoljuk a következő függvények grafikonját : 
a) [ddism mal; 
84  sin(laresin xi; 


e) arcsinísin xb; 


i 
dd arctg xtarctg- . 
x 


Megoldás 


al A sinzx függvény grafikonja úgy származtatható a sin x lüggvény 
kepéből, hogy a görbét az x téngellyel párhuzamos irányban :r-szeresére 
zsügorítjuk, azaz a függvény 0 helvét az egész számok lesznek. Az abszolút 
érték alkalmazásával a sin rrx függvény képének az x tengely alá éső részeit 
tükrözni kell az x téngelyre. Az [d] függvény értéke két szomszédos egész 
számi között állandó, igy már megrajzolhatjuk az összetett függvény képét 
Is (54, ábra). 

b) Mivel az arcsin x függvény értelmezési tartománya a [-/ 1, 1] intér- 
vallum, a sin (arc sin x) függvény 1$ ugyanitt van értelmezve és értéke az 
invérz függvény definiciója alapján x (55. ábra). 


c) A sin x függvérty értelmezési tartománya ( — es, - sa), értékkészlele a 
1-1, 1] intervallum, így az arc sin (sin x) függvény Is mindenütt értelmezve 


Jt o JI 
van, értékkészlete a E ;, d intervallum. A függvéry 27 szerint pérródi- 


kus: 
are sin (sin (x-t 27) —arc sin (sin xi 


tetszőleges valós x-re. Így elég a függvényt egy 2: hosszúságú intervallumon 


, . . z 3]. A 7 
vizsgálni; válasszuk ki a E , 2 f/rervaltamot Ha "Ex; , akkor 


az arc sin x definiciója alapján : 


arc sm (sin xis x. 


LL! 1lü3 





53. ábra 


vy-[Ísinaz] 


54, ábra 





yzsinfarc sin x) 


55. Ábra 





3: 
Ha he xi akkor -587- xt és sir. (xv — x)— sin x, ezért: 


arc sin (sin xyz arc sin (sin (r—x hm ax. 


Az elmondottak alapján a függvény grafikonját az 56. ábrán szemléltetjük . 
Hi 

d) Az arc tg x-t arc tg — függvény értelmezési tartománya a (— se, ( és 
x 


(Ü, 4 se) nyilt intervallamok. Először vizsgáljuk a függvényt a (0, 4 a) 
intervallumban és használjuk fel a 


: 7 1 
— — —$UD—;x, ezen] 
üi 2 tg d 
Tt 1 
összefüggést, ami 9--a- esetén érvényes. Mivel xz- 0, —:-0 ís áll, igy 
x 


l 7 
(— arc tg —-—— , ezért 
x 2 


Y sarc sintsin x) 


áz 
2 


a IX — 


raj H 


bold 
ri 


sú. abra 
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IT 1 1 


tel -— arc tg - Í — 
G 2) 1 
tel arc tg 5) 
x 


AT l TT 
A a arc íg tehát olyan, Ü és 2 közöttt szár, aminek a tangense x. Az 





arc tg x a pozitív x-ekre szintén ilyen szám és mivel a tangens függvény a 
:T 
(o 5 een szigoruan monoton növő, ezért ez csak úgy lehet, hogy minden 
0-zeere 
Tr 1 
z—-arctg—saárctex, 
2 Xx 
azaz 


l sr 
arcig xtarcip-—- , 
x 2 


Mivel az arctgx páratlan függvény, ezért ha x--0, azaz -x:0 akkor 


1 
arc íg xtáarctg —— — I arc (E(— d tarctg -1 — 
x x 2 


Ezek alapján a függvény grafikonja két félegyenesből áll (57. ábra). 





volá 


yzarctg x - arc íg 1. 


37, ábra 
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5. Adjunk vázlatos képet a következő függvények grafikonjáról: 


7 § 
al tg-; 
x 


KE; 
bi  xs5in-; 
x 


ll 2 
e) -sm-, 
XX fé uzi 


Megoldás : 
FT 

al Keressük ki először a függvény zérushelyeit:; ta——0 akkor igaz, ha 
XL 


IT l ] TE IT 
-s—kr (ahol k— Tt], t2, ...), azaz -—k, xz- , A függvény a ———t-kr 
x k x 2 


X 
(ksü, 3-I, 42, ...) helyeken nincs értelmezve, azaz ott, ahol 





2 
MEGTETT 
3 
j 
bg 
! ; vatgz l 
) 0 KR SEEB Hl 1 
! 14 A Í ! 
jú 
1 li LAN - 
Li H ; 
it2 a 1 ! 
] I 4513 iz] 
2 1 4 ív4 Va 
KÁ 4) EG 1 TCENÁA VEN 
IT t[j 
! ; 
! ] I ! 
] : I 
; l 
I 1 
58. ábra 
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Két, szomszédos 





2 
Ti alakú hely között a függvény végig fogy, hiszen a 


r-t 
tg x szigorúan monúton nő két, szomszédos at k:z alakú hely között. Ve- 


gyük észre még, hogy a függvény páratlan, azaz: 


Ennek alapján az 58. ábrán látható vázlatos képet kapjuk. 


b) Itt Es először a függvény zérüshelyeit keressük meg. Mivel x—0-ra 
at 

nincs értelmezve a függvény, értéke csak ott lész ú, ahol sin -—ű, vagyis a 
zX 


:T Hi 
-—kartk— TI, HZ, ...), xi helyéken. Ázt is érdemes észrevenni, hogy 
X 
. . 
mivel -15s5m-szl], ezért xÚ-ra 
x 
É : 
—xzxsin-Ex 
xX 


és egyenlőség csak ott áll fenn, ahol 





7 
sirt 7] —]. Más szavakkal 
x 





. at Te TT , 2 
xsin-—x, ha -——4-2kz, vagyis x5— (k—Ü 1], 2, ...) 
Ax x 2 ak 
és 


(xs, 1, 2, . . .)- 





in. ha 2-3 42k 
X511h—-—m—x A -5— HT, Xs 
x i x 2 k33 
A függvény páros függvény, mert 
som on 
( — x) sin —— x sim — . 
—x x 


Ezek alapján a függvény gralkonjának vázlatos képét az 55. ábrán rajzol- 
tük fel. 


c) A feladatot a 5) feladat mintájára oldhatjuk meg. A függvény ú helyei 
] 
Itt is az k alakú számok (£— ti, 42, ...), xÜ-ra itt is érvényes a meg- 


felelő 
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[MM 
VIV 


——ez— sin —sz- 
X XX XX 


egyenlőtlenség és az egyenlőségjel is ugyanazokon a helyeken érvényes, 
mint a b) feladatban (60. ábra). 


Feladatok 
1. Vázoljuk a következő függvények grafikonját: 


a) del; 

b) xt—[e 

c) xrVx—[x]; 

d) Vx-4lx-II; 
x-- 1 

7 RT 


169 


MISA 


-1 
3 


6ü. ábra 
2. Ábrázoljuk a következő függvények grafikonját: 


l 
a) in 5; 


b) en 
c) eP1. 
d) ezi 
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3. Ábrázoljuk a következő függvényeket: 
a) V1—sin: x; 
b! xidarcsiní(sin x]; 


c) 77 larc tg(x—2), 
., 2x 
d) arcsin IZ 
4. Vázoljuk fel a következő, sorozatok határértékeként defi- 
nált függvények grahkonját: 


a) lim sin" x 


FH t ön 


b) lim Vizet, ha xz0; 


c) Jim ke 4k.Xx 9 


FI"t ém 


ha xs. 


5, Szemléltessük a következő függvény grafikonját: 
snx, ha ÜZzxer, 


J6)- b f(x—m) egyébként. 


2. Függvény határértéke és folytonossága 


Egy sor geometriai, fizikai, kémiai stb. fogalom szabatos defini- 
ciójának megadásakor azt tapasztaljuk, hogy olyan szabatos 
matematikai fogalomra van szükség, ami azt fejezi ki, hogy egy 
adott függvény értékei , közelednek" valamilyen meghatározott 
számhoz, amikor a független változó értékei , közelednek" egy 
rögzített helyhez. 


Mézzünk néhány, ezzel kapcsolatos példát. 
1. Tegyük fel, hogy égy anyagi port mozgása során a megtett út hosszát, 


mint az idő függvényét az /(x) függyéry írja lé (x0). Egy a:-Ű rögzitett 
dőpöntban akarjuk meghatározni a mozgó pont pillanatnyi sebességét. 


[71 


Ekkor a kövétkezőképpen járhatunk el. Veszünk egy x- a időpontot és ki- 
számítjuk az a-tól x-ig eltelt idő alatt a mozgó pont átlagsebességét. Ez 
nyilván 

— f(x)—r(a) 

xeg 

A kapott átlagsebesség — ha az x— a , elég kicsi" — jó közelítéssel megadja 
az a-beli pillanatnyi sebességet. Nyilván annál! pontosabb lesz a Közelítés, 
minél közelebb választjuk az x időpontot a-hoz, víx) annál jobban , meg- 


közelíti" azt a számot, amit az a időpontbeli pillanatnyi sebességen akarunk 
érteni. 


2. Tegyük fel, hogy g(-x) jelenti egy vezeték adott pontján az x időpontig 
átfolyt töltésmennyiséget. Értelmezni akarjuk egy adott a időpontban a 
vezétéknek a kiszemelt pontján átfolyó áram erősségét. Az a időponttól 
xz a időpontig eltelt x— a időtartam alatt az átlagos áramerősség nyilván 


s(x)— et) 
SNPEÉ 


4— 


vix) 


ix 


Az a időpontbeli pillanatnyi áramerősségen azt á számot célszerű érteni, 
amit ez az ((x) függvény , mezközelit", ha x , közeledik" a-hoz. 

Hasonló módon lébetne szabatos fogalmat adni például a radioaktív 
bornlás sebességére, a tellesítményre, a kérniai reakciósebességre. 


3. Nézzünk még egy fontos szemléletes példát a geometria területéről. 
Egy yszf(x) egyenletű görbe x— a, v—f(a) pontjához húzott érintőjét sze- 
retnénk definiálni. Az érintőegyenes nyilván az (a, /(a)) ponton áthaladó 
egyenesek közt van, így elég a meredekségét meghatározni (ól. ábra). 
Vegyünk fel égy az a-tól különböző x helyet és írjuk fel az (a, "(a)), (x, f(x) 
pontokon át húzott szelő meredekségét: 


F(x)—f(a) 
xs -——— . 


x— d 


mix) 





61, ábra 


TE 


Az érintőt úgy célszerű definiálni, mint a szelő határhelyzetét, amikor x 
"közeledik" a-hoz. Az így adódó érintő meredekségét nyilván az a szám 
adja meg, amihez míx) , közeledik", ha x , közeledik" a-hoz. 


Vizsgáljunk ezután egy konkrét függvényt. Legyen ez a függ- 
vény az ; 
x— 8 
f0—— 3. 
Az f(x) értelmezési tartománya a 2-től különböző valós számok 


és felhasználva, hogy 8—2 az értelmezési tartományban min- 
denütt igaz, hogy: 


fOg-x ht 2xt4 (xz2. 
A függvényt könnyen ábrázolhatjuk is (62. ábra). 








ni, ábra 
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Az f(x) függvény értelmezési tartományában mindenütt meg- 
egyezik a g(x)j— xt 1 2x-Há4 függvénnyel. A g(x) függvény az x— 2 
helyen Is értelmezve van, és értéke 12. Az f(x) 2-höz közeli 
helyen felvett értékeit kiszámítva azt tapasztaljuk, hogy ezek 
12-höz közel lesznek. Egészen pontosan a következő igaz: akár- 
milyen e5-0 számot adunk is meg az f(x) értékek 12-től való el- 
térése ennél is kisebb lesz, ha x-et a 2 hely alkalmas kis ő sugarú 
környezetéből választjuk úgy, hogy x7 2 (62. ábra). Bizonyítsuk 
be ezt az állítást. Adjunk meg egy ez számot és becsüljük meg 
fix) és ÍZ eltérését: 


(1) (f69—12]1e [xx 2x-44—121—][7—2] [rt 4l. 


Tegyük fel, hogy x benne van a 2 szám LIL sugarú környezeté- 
ben, azaz 


íd  —1-:x—-2—l 

fennáll. A (2) egyenlőséget felhasználva azt kapjuk, hogy: 
3—xt4á-?, 

amiből az (1) kifejezést így becsülhetjük : 

(3) [/69—121—7lx— 2]. 


Ha x-et úgy választjuk, hogy Íx— 2] 1 mellett Ix—2-s Es 
fennálljon és x-2, akkor a (3) egyenlőség nyilván teljesül. 


Jelölje ő az és 1 közül a kisebbik számot, ekkor azt kaptuk, 


hogy ha 
0--]Jx— 2] ő, 
akkor 
Lf(09— 121 e 


igaz. Ezzel az állítást bebizonyítottuk. 

Általában azt mondjuk, hogy az a hely egy környezetében ér- 
telmezert f(x) függvény határértéke az a helyen az A szám, ha tet- 
szőleges ez 0 szdrnhoz van olyan ó--0, hogy ha 
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0--]x— als ő, 
akkor 
[/(9— A]-ze 


fennált. Azt, hogy f(x) határértéke az a helyen A, így is jelöljük: 
hm f(x)— 4, vagy f(x) A, ha x-r a, 


Az előzőkben tehát éppen azt igazoltuk, hogy: 
im SZ. 12 
xag XT 2 TT 
Gyakorló feladatok 


x—1 
xt—1 





6. Vázoljuk az /(x)— függvény eraükonját és igazoljuk a definició 


alapján, hogy ; 


lim/(9—; - 


xx] 
Megoldás : 
Az f(x) függvény x— 1-re nincs értelmezve, minden más valás számra 


értelmezve van. Áz értelmezési tartományában mindenütt érvényes a kö- 
vetkező átalakítás; 





Ze - 
x2-1 x-4Il xtIl 
A kapott alakból már leolvashatjuk, hogy az /(x) függvény görbéjét az 





Tr. maga ur nr a l a 
1-től különböző helyeken az x és az Í függvények srafikonjának összé- 
x 


geként állíthatjak elő (63. ábra). 


Adjunk még most egy tetszőleges 0 számot és becsüljük meg f(x) és 
3 
3 eltérését. Tegyük fel, hogy x már bénne van az Í hely 1 sugarú környezeté- 


ben, azaz 0—x— 2, xél: 
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. ábra amenriyiberi 


0-a][x—1I-—ő 
igaz, akkor 


ft 3 
x-z 








is fennáli, ami éppen azt jelenti, hogy /tx)-— , ha x-i. 
7. Ábrázoljuk az 


Xx— 2 
f(xy———— 
Vx--2—2 


függyényt és igazoljuk a definició alapján, hogy /(x—-4, ha x-—-2. 


Megoldás : 


Azftox) függvény [/ 2, 2) és a (2, -k se) intervallumokban ván értélmezve. 
Alakitsuk át az 7(x)-et definiáló törtet úgy, hogy gyöktelenítjük a nevezőt : 


—2 
fa) L —Vx4242  xzk 
Fxr2-2 


A kapott alakból már könnyen ábrázolhatjuk ffx)-et (64. ábra). 
Légyen e-Ű tetszőleges adott szám és becsüljük meg f(x) és 4 eltérését 





t4) —1] —— 3 x— í[. 


—xEl Zxt1) Xx HD) 2 
Ha most x-et úgy választjuk, hogy az eddigi feltételeken kívül 


xXtxti -5l- E. x — 1 2xi-1 





Z 
Ilx—1[-2— e 
5 





pe 2 8 





az 


2 ; 
is fennáll, Ha tehát ő az 1 és - £ számok közül a kisebbiket jelenti, akkor 
5 64. ábra 
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(5) WeEzr2— ale EZ—2[— EZ ae — 2, 


Frt2t2 2 


Közben felhasználtuk, bogy VFx-235£0) Ha most x-et úgy választjuk, 
hogy xs —2, xs zés 


lx— 2] e Ze, 
akkor az (5) égyenlőtlénség miatt 
[60 Al é 


is teljesül, ami azt jelenti, hogy f€xp- 4, ha x-- 2. 
8. Igazoljuk, hogy : 


- - Tt 
lim ax sin ——Ü. 
xaü x 


Megoldás: 
A függvérny grafikonjának vázlatos rajzát az 53. ábrán adtuk meg. 


. s 
sin -[s1, 


Xx 


KMirvel 








ezéri 


-L 
(6) fesin lat, ha xél. 


xX 





Ha £--Ű egy tetszőleges adott szám, akkor (6) alapján: 
0--[xl- £-ből 
2 


x $in — 
x 


ze 








következik, ami azt jelenti, hogy igazoltuk az állítást. 


9. Igazoljuk, hogy az lel gyakorló feladatban vizsgált es a 33. ábrán 
vázolt függvényre igaz a következő állítás : 


, 1 
hm x rt 
x-ű x 


Adegaldas : 


Az ábráról közvetlenül leolvasnatók és az egész rész definiciója alapján 
bizonyíthatók a következő egyenlőtlenségek : 


1 
(7) (xs je. ha x-ű, 
x 
i 
(8) las] ]el-s ha x-zÜ. 
x 


A (7) és (8) egyenlőtlenségek alapján : 


1 
(8) —xsx]b-1-i1zt na x-ü. 
Xx 


l 
t10) öss] 5 —1z-—x, ha x-ű. 
x 
A (9) és (10) egyenlőtlenségekből következik, hogy xr Ú-ra : 


I 
zer 
x 


Ha most £ 5-0 tetszőleges szárn, akkor mindén olyari x-re, armmire 


(11) 





(-zlx] ee 


igaz, (It) szerint fennáll, hogy : 


ja] 
- -1es 
x 


1 
ami azt jelenti, hogy $— e megfelelő és Hi — 1, ha x-rü. 
fi. 





A határérték definíciójának megfogalmazása előtt vizsgált pél- 
3 
Ld nn e A — a tr v La 
dában a következőt tapasztaltuk: az zT- függvény az éttel- 


mezési tartományában, tehát az x:-2 hely kivételével mindenütt 
megegyezett az x!12x44 függvénnyel. Az utóbbi függvény az 
xz2 helyen 15 értelmezve van, itt értéke Í2, ami megegyezik a 


3.8 3 
ll - függvény határértéke a 2 helyen 





határértékével, hiszen az 
-. — 
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12 volt, így a 2-től különböző helyén vele egyenlő függvény ha- 
tárértéke ís 12. A függvénynek a 2 helyen felvett értéke nem ját- 
szik szerepét a 2 helyen vett határértékben., Az x24 2xt 4 függ- 
vényről tehát azt tapasztaltuk, hogy a 2 helyen a határértéke 
megegyezett a helyettesítési értékével. 


Általában azt mondjuk, hogy az f(x) függvény az a helyen 
folytonos, ha itt értelmezve van, a határértéke létezik és meg- 
egyezik a helyettesítési értékkel, azaz: 


lim f(x)—f(a). 


xx ta 
Az előzők szerint például az xt3-2x--4 függvény a 2 helyen 
folytonos, mert: 
lim (x3-2xt4)— 12. 
xal 
Gyakorló feladatok 
18. Igazoljuk, hogy az ix] függvény a 6 helyén folytonos. 
Megoldás: 


A függvény a Ő helyen értelmezve van és itt értéke 0. Így azt kell megmu- 
tatnunk, hogy : 


lim Ix1—0. 
x-tü 


Adjunk meg egy tetszőleges £:-0 számot. Ekkor az 
Ix1— 01 — Ia 


egyenlőség miatt, ha Ix]— e, akkor Ilx1—01- e is fennáll, tehát 6— z válasz- 
tássál teljesül a határérték definíciójában megkívánt egyenlőtlenség, 


11. Igazoljuk, hogy az x függvény mindenütt folytonos. 
Megoldás: 
KRögzítsünk tetszőlegesan egy a helyet és igazoljuk, hogy : 


im xs. 
xx tg 


Ez az összefüggés nyilvánvaló, hiszen ha e5-0-t megadjuk, akkor őz £ meg- 
felelő és igy a határérték definíciójának feltétele teljesül. 
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12. Mutassuk meg, hogy az 


. IT 
x5n-, ha xé0 
, m-t " 
Ü, ha xzű 
függvény az xz-Ü hélyen folytonos. 
Megoldás : 
A 8. gyakorló feladatban igazoltuk, hogy : 


hm Ft) (0), 


x7tű 


tehát Aú folytonos a 0 helyén. 
13. leazoljuk, hogy a sin x függvény mindenütt folytonos. 
Megoldás : 
Röezítsünk egy tetszőleges a számot és mutassuk meg, hogy: 
lim sin xs si a. 
xx ter 
Alkalmazzuk a szinuszfüggyényre vonatkozó addíciós tételből igazolható 
X-4a 
2 


azonosságot. Mivel a koszinuszfüggvény értékei —1 és 1 között vannak és 
lsin xi Slxi, 





, . . x—a 
sin x— Sin 4— 2 5111 —— €0s 


xX—g 


í(l2)  lsinx— sin al-2 isin TT slx— al. 





xtd 
CÜ8§ —— 
2 








Így, ha ező tetszőleges adott szám, akkor ő—£ jó lész, mert a (121 egyén- 
lőtlenség miatt, ha 


x— ale 
akkor 
sin x— sin ale 


18 tennáli. 


Feladatok 
6. Igazoljuk, hogy: 
x2— gl 


—2a; 
x—d 





a) lim 


KHT 


181 


b) Jim Kg Ef na azb 
2. Legyen 
f09— 19. ha xcacionális szám. 
d, ha x irracionális szám. 
Igazoljuk, hogy : 
lim ffx)— 0, 
x—-ű 
és i 
im 20 
xi xs 


8. Legyen c tetszőleges valós szám. Igazoljuk, hogy az f(x) e 
függvény mindenütt folytonos. 


9, Igazoljuk, hogy a cos x függvény mindenütt folytonos. 


10. Definiáljuk az f(v) függvényt a következőképpen : 


l p 
ll ha A7— , mel, " -], 
fedz ia a 79 


0, ha xairracionális szám, vagy x— 0. 


Igazoljuk, hogy f(v)-nek mindenütt van határértéke, továbbá az 
irracionális helyeken és a 0 helyen még folytonos Is. 


11. Igazoljuk, hogy az KXx függvény (ns k természetes szám) 
minden pozitív x helyen folytonos. 


3. A határérték és a műveletek 


Az előző fejezetben azt tapasztaltuk, hogy közvetlenül a definició 
alapján gyakran körülményes dolog a határértékfeladatok meg- 
oldása. A következőkben az lesz a célunk, hogy megismertessük 
az olvasót a határértékszámítás technikáját egyszerűsítő esz- 
közökkel. 
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Már az I. fejezetben a sorozatok határértékével kapcsolatban 
láttuk, hogy hasznos dolog tisztázni a határátmenet és a művele- 
ték kapcsolatát. Sorozatok határértékére igaz volt, hogy a határ- 
átmenet és a műveletek elvégzésének sorrendje felcserélhető. 
A függvény határértéke és a sorozat határértéke között szoros 
kapcsolat van, amit a következő fontos tétel fejez ki: 


Az f(x) függvénynek az x-a helyen akkor és csak akkor A a 
határértéke, ha minden olyan x, sorozatra, amelyre lim x, sa, 


mit 


(x./a) lim f(x 4— 4 teljesül. 


Het 


Gyakorló feladat 


14. Igazoljuk az előző állításnak azt a részét, hogy ha lim f(x)s 4. akxor 
kra 
minden x—a, x 7 a sorozatra f(x 4. 


Megoldás : 


Adjunk meg egy e-t és mutassuk meg, hogy ehhez van olyan 9, hogy 
ha rzYV, akkor 


[f(x 1— Al e. 
A líim /(000— A feltétel miatt éhhez az €-hoz van olyan 6-0, hogy ia 


7 
0-1x—ai-zó, akkor if(ej—Alzes. Mivel x —a, xs d, a őzÚ-hoz van 
olyan W index, hogy ha n--WN, akkor 8—]x.— al ző, de akkor, ha n-—N 
[f(x Ja Ala e is teljesül, ami éppen azt jélenti, hogy f(x JA. 

Az állítás másik részének bizonyítását feladatként fogjuk, majd megői- 
dani, 

Mézzük most meg a tétel néhány fontos követelményét. 


Ha lim ffxj— 4 és hm gixje B, akkor lmíf(x)4-gixh- 


xr-ta x-rű Kt 
. A 
— 4-8, lim fíx) " gíx)— 4" B és ha B7 0, akkor hm Joda . 
x-ga xag ZEXx) B 


(Az utolsóval kapcsolatban I. a 12. feladatot.) 


Gyakorló feladat 


15. Igazoljuk, hogy ha f(xj—-A, eíxj- B, ha x— a, akkor f(x): gíxj— 
-rA4 B, x—-g esetén. 
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Megoldás: 


Elég azt igazolni, aogy ha tétszöleges x -a, x s a sorozatot választunk, 
akkor fix)" gíx JA 


Legyén tehát x, egy tetszőleges, olyan sorozat, amelyre x 7 a, im x,— a. 
m-t 


kkor a sorozat és függvény határértékének kapcsolatára vonatkozó tétel 
alapján f(x JA és gíx je b is teljesül; de akkor a szorzatsorozat határ- 
értéke a határértékek szorzata, vagyis f(x)" gix JA: B. 

A többi állítást is hasonló módon lehet igazolni. 


A most megfogalmazott eredménynek egy fontos következ- 
ménye: 

Ha fíx) és gíx) az a helyen folytonos függvények, akkor 
f(x gíx, fix)" efx) is folytonosak az a helyen és ha glaj 0, 





JÉ) , 
akkor is folytonos az a helyen. 
e foly y 


(ryakorló feladat 


16. Igazoljuk az összeg folytonosságára vonatkozó állítás helyességét. 


Megoldás : 
A feltétel szerint f(x) és eh) folytonosak az a helyén, tehát Um ffxyzf(fa) 


x-rd 
és lim gés ela). Ekkor az összeg határértékére vonatkozó tétel szerint 
9. Mimaali 1 
im (f00--g(x9)—r(a--gtak, ami éppen azt jelent, hogy azf(x)-- et függ- 
Ata 
vény folytonos az a helyen. 


Eddigi eredményeink alapján most egy csapásra sok függ- 
vényről igazolni tudjuk, hogy minden olyan helyen, ahol értel- 
mezveé van, folytonos. Ezeknek a függvényeknek a folytonossá- 
gát azután jól lehet hasznosítani bizonyos típusú határérték- 
feladatok megoldására. Ezt a következő gyakorló feladatok 
megoldása során fogjuk tapasztalni. 
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Gyakorló feladatok 


17. Legyen /(x) egy legalább elsőfokú, valós együtthatós polinomfügg- 
very, azaz 


füdzapo tajan ek... ba o já ta, 


ahol sz 1 természetés szárn, dp, dr, . - .a 2, tetszőleges valós számok, apr: 0. 
Igazoljuk, hogy fő) mindénütt folytonos. 


Megoldás, 


A 11. gyakorló feladat szermt az x függvény mindenütt folytonos és a 
8. feladat alapján a konstans függvény 15 mindenütt fölytönös. A szorzat 
folytonosságára vonatkozó tétel ismételt alkalmazásával azt kapjuk, hogy 

, ahol kzt tetszőleges természetes szám, mindenütt folytonos függvény. 
Ismét a szorzat folytonosságát alkalmazva, az apx7—-" alakú függvények 
k-Ü, 1, , 1-re mindenütt folytonos függvények, igy ezek összege, /(x) 
is mindenütt folytonos. 


18. Legyen 7(oc) és gíxr) két valós együtthatós polinom. Igazoljuk, hogy 


) racionális törtfüegvény minden olyan helyén folytonos, anol ér- 





az 


telmézve van, azaz ahol eéxyzé 0. 


Megoldás: 
Az előző, 17. gyakorló feladatban megmutattuk, hogy f(x) és gfx) minde- 
nütt folytonosak. A hányados folytonosságára vonatkozó tétel alapján tehát 


f(x) 


e is minden olyan helyen folytonos, ahol giíxi- 8. 
giz 


19. Számítsuk ki a következő határértékeket: 


J di xi-I 
a)  lirn ———— : 
kel 5—27xti 


x—5xtó j 
x3—-2atxr2i 
xog 


cz lim , 
xzag £7H 


bd dm 


xzzi 





a tetszőleges valós szám; Hz1. neET: 


1a5 


— at ng €x— eg) 
di hm TT 
yera (x— 
a telszüléges valós szám, nsl, net. 


Megoldás : 


ti] Az x—1 helyen a számláló ís, meg a nevező is 0. Álgebrai azonosságok 
alkalmazásával egyszerűsítsük a törtet ; 


x3-]1 ( (x—IMxébxde]) x74xI 


13) ETEK TET ETET 
(15) x3—2xt1l (x—1l(xttx—l) xítx—1 


A (13) egyenlőség jobb oldalán álló racionális törtfüggyény a 18. gyakorló 


feladat szerint folytonos az 1 helyen és értéke az l hely egy környezetében 
3 


. Tr hi - dem k hk ri nm Lj L.J "u 
az 1 kivételével mindenütt megegyezik az függvény értékeivel. 
x 


3. 2x-tl1 


Így a két függvény határértéke is megegyezik. A (13) jobb oldalán állá, 
az 1 helyén folytonos függvénynek viszont a határértéke az 1 helyen a he- 
ivettesítési értékével egyezik meg, tehát : 


xérxát] 1-41-I 


lm m————— —-———— —3. 
vag X4x—1l 141-1 


xi x32xt 





— — r—r 


b) Itt is az a) feladat megoldásában kövététt gondolatmenet Vézét FÖVI- 
dén célhoz: 


. x1-Sxtó .  (x—-2X4x—-9 . x—-34 1 
tirr TT Ma Ítrm —Zz ESZ. 
sag Xe2etxt2 , a (r—2Mxő—li ,.,xí-1 3 
xed 
Ftt ís kihasználtuk, hogy az II függyény már folytonos a 2 helyen. 
e 


igy itt a határértéke megegyezik a helyettesítési értékével. 
c) Az a) és b) feladat mégoldásának mintájára járhatunk el itt is : 


fj 





— lim (ati at tak... bag etrate henna 


xx te 


ln 
xza €7E 


d) Itt (x— ayé-nel kell egyszerűsíteni, ehhez többször kell alkalmazni az 
előző feladatban ís felhasznált szonosságot : 


2 ponj ti (x-g 


1; 
im Gaj 


xX-tő 
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; ete lpat tak... ett tettei — met 
— limn — e  ———— 
x-et a lltlai 


amel gyet pt-ta matat a... Fxett-t o ate] 


zz ]irmn —— -—— —7——  —— 
eg XI 
— tim (et -S patt éget... haat ag att alap hetek 
xetea 
ch, . att — 
nr 1) 
mil : 2 imad 2 atal -2 
—ín—1at tm krelie Séta -dölttetemee mezt 


ar 


Az eddigi eszközeinkkel például a sin í(x:4-2) függvényről 
elég nehézkesen tudnánk igazolni, hogy mindenütt folytonos. 
Ez a függvény az f(x) —sin x és a elx)— xi 4-2 függvényekből 
közvetett függvényképzéssei keletkezik: sin (x"t2)—f(etx)). 
Mutassuk meg, hogy általában igaz az az állítás, hogy folytonos 
függyényekből képezett közvetett függvény 15 folytonos, azaz 
pontosabban ha efx) az a helyen folytonos és 7(x) a efa) helyen 
folytonos függvény, akkor f(gtc)) folytonos az a helyén. 


Gyakorló feladatok 


20. Igazoljuk a most kimondott állítást ! 


Megoldás : 


Á. sorozat és függvény határértéke közötti kapcsolatot használjuk fél. 
Válasszunk egy tetszőleges, x,- a sorozatot (itt nem kell kikötnünk, hogy 
x,7 a, mert folytonosságról van szóf). Ekkor gix, 1 gla), mért g folytonos 
az a helyen, de / folytonos a ela) helyen. tehát /(gíx h-figímáh ami azt 
jelenti, hogy 


im 7fetx)—f( ea). 


Fi riggudl vi: 


Ennek alapján már könnyen következtethetünk például arra, hogy a 
sin (xt-t 2) függvény mindenütt folytonos, mert a sin x és az x 4-2 függ- 
vényék mindenütt folytonosak, így a közvetett függvény 18 mindenütt foly- 
ÖTÖS. 


21. Mutassuk meg, hogy ha /(x), go) és hí) az a hely égy környezetében 
(esetleg az a helyet kivéve) mindenütt értelmezve vannak, itt minden xs a-ra 


fedshijssgíx) 
telesül és lim A(x) sz lim efx) s 4, akkor lim A(x)— A is fennáll. (A függyény 
xx a fi. demi ) xy tűa 


határértékére vonatkozó ún. , rendőrszabály".) 


Megoldas : 
Az állítás egyszerűen következik a sorozatokra vonatkozó megfelelő 
tételből és a függvény és sorozat határértéke közötti kapcsolatból. Elég 


megmutatni azt, hogy tetszőleges x —a, x,ra gorozatra hix 1-4. A fel- 
tételből következik, hogy fr J— A, glxJ A és 


fo Jehíx Jegixh 
dé akkor A(x )--4 is fennáll. 


X 
ml. 





; . sin 
22. Igazoljuk, hogy hm 


zzü Tt 


Megüldás : 


IT 
Mutassuk meg először azt, hogy ha 0-lxi ez , akkor 


sin ax 
í(l4)  cosx--c— il. 
x 
Ehhez felhasználjuk azt a — sin x és tg x definiciójából következő — egyen- 


az 
lőtlenséget, hogy ha ú-— x-z , akkor 


Sin x zx-etg a. 


Ebből, azonos átalakításokka! azt kapjuk, hogy ha 


A síri x 
0-—-x-c—, akkor cösx-t—-r]. 
2 Xx 
sin ax , .. 
Mivel cos x és —— páros függvények az egyenlőtlenség akkor 15 igaz lész, 
xx 


:E 
ha —zexz0 teljesül. 
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A (14) egyenlőtlenségben az alsó korlát, cos ax mindenütt folytonos 
(9. feladatd, igy a ü helyen ís, tehát: 


lm cos xsrcosÜü—l. 
x-rW 


Ebből már a , rendőrszabály" alarján következik, hogy: 
. Sina 
lim — szil. 
xrtü 9 


23. Szárnítsuk ki a következő határértékeket : 


. 1—cösx 
a) lm ——— ; 
xi x 
Tt ————— 
. Kitx—Ii 


bi lime, (n:-1] egész); 
x-tü ax 
V1—tgx—F1--tgx i 


cd dm - 
X-et sin Ax 
. t8x—simnx 

xag 87 x 


Megoldáy : 


aZ Tngonometrikus azonosságok alkalmazásával alakítsuk át először a 
vizsgált kifejezést a következő módon : 


1 
I -cos x 2 sin? - sin — 
15 T——— ni tet MT ai Em sm — 
15) xt xi 2zl x 
fi 
sin - 
2 


Itt az f(x)— ——— függvény határértékét kell meghatározni a ú helyen. Az 
x 


ege 


2 
fü) függvényt a következő módon származtathatjuk : a 


(x) -7 
XI5- 
§ 2 
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függvényt helvettesítjűük a 
SA XX 
, ha x-Ü, 
í(xjmi x 


1, na x7-ü 





függvény x változója helyébe, azaz f(xdz h(gíx)) (degalábbis a 0 hely kivér 
teléveh). A elv) függvény folytonos mindenütt, így a 0 helyen ís és g(0)—Ú. 
A Hi) függvény az előző, 22. gyakorló feladat eredménye alapján szimién 
mindenütt folytonos, még a s(0—0 helyen is, hiszen : 

lirm fixrhz 1. 

xeü 
Ekkor — a közvetett függvény folytonosságára vonatkozó eredményünk 
szerint — (efx)) is folytonos a 0 helyen és 


im fixyz im A elad — (20) )— (0) — 1. 


xz-ű x-ű 


A keresett határérték tehát a (15) átalakítás alapján : 


. xx? 
sit — 
. 1-cosx . 1 2 l 
lim ——ze s lim 7 fp. 
xaü 7? x-ű it e 
2 


b) Alakítsuk át a kifejezést . 


1--x—i 
íly ——— 
x 


[ 
sz — /——  ——  ,],] ] 6 e , ha xiü. 


VT xn-ta (KT p ak... FI-4x-1 


A (163 egyenlőség jobb oldalán álló függyény folytortos a 0 helyen, meri 


FI H.x az f(x és elxys 14 x függvenyekből van összetéve: Fltx5s 
—f(elxy és e(x) folytonos a 0 helyen, /(x) pedig folytonos a e(üj— 1 helyen 


iz ED mr 
(11. feladabd. Így az Ft4-x-ből összeadással, szorzással és osztással fel- 


épülő függvény 1s folytonos a 0 helyén (a névező a 0 helyen nein nulla !). 
Ezek felhasználásával: 
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A 


. Fl4x-i . 1 1 
hir FS za lm —  —— ——— — — , 


—gj x kag TT Fi 
j 000 (Fiáxjt-lp... 1 


cd lit algebrai és trigonometrikus azonosságok alkalmazásával alakítjuk 
ár a kifejezést : 





h-ig x— ÉLETE —2tigx 
SI Zx 2 sin x cos x(V1—tgxtV1-tg xi " 
Í 


- xzAkmz, k egész szám. 


— - —————————— , ha 
cos" xíVl-tgxtK1l-átgax) 


A kapott kifejezésről ismét könnyen látható, hogy a sz helyen folytonos 
függvényt definiál, tehát: 


F1—tgx—F1-Etg x 





hIrri I 
k—gr sin 2x 
l 1 
— 1m1 HENK EN ps — — 
zan — €057 xX(VKI—tgx-HFlITttg.x) pi 


JA Először alakítsuk át ítt is a kifejezést a következő módon: 


1 


, —] 
(g x—SÍNx  €08X 





sin3 x sin x 
i 1— cs x ax: 








C08Xx xt sin ax 


A kapott alakból már az eddigi eredmények alanján könnyen kiszámíthat- 
juk a határértéket : 





. tZx—sinx 
lm —— e s 
xXErÜ sir x 
; 1 . 1-—-eosx ., i 1 

- Jim . hurri ———— " lim— ——-— . 

CS x xt snxit 2 

x-rü xx ú x-et 
x 


24. Vizsgáltuk meg, hogy az adott függvényeknek a megjelölt helyén 
van-e határértéke, ha létezik a határérték, számítsuk is ki: 
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1 
al limosm-: 
xtŰ x 
be 


b) lim — 
xzü § 


k 


1 
c) Hm2WT, 
xi 


d)  hm(x—z sin 


xrti 





KET 
Megoldás : 


l 
a) Igazoljuk, hogy a sin—- függvénynek nincs határértéke a Ú helyen. 
xx 


Ehhez elég megmutatni, hogy van két olyan x, és x sorozat, amelyre x,, 0, 


I ik . I ik fal 1 
x-l x 0 -Ü és hm sin —- hm sin — . Ha ugyanis volna a sin — 
kt a HZ x x 


FETT at Ag tt VI 


függvénynek határértéke a 0 helyén, akkor minden ilyen sorozatra a függ- 
vényértékek sorozata is ehhez a közös határértékhez tartana. Legyen 
l 


kae. spdndttti § xx 





, ahol Hl, egész. Nyilván mindkét sorozat határér- 


man 
HOT T- — 
2 


téke m—- saeré Ü, viszont 


. . d . . 
lm sin —— lím sin mrad, 


H-t en Mg H-t az 
a a 1 ap hl Hj 
lirni $in sz lírrt sirt ( 35 1—1. 


b) Itt is azt fogjuk rmmegmutatni, hogy a függvénynek nincs határértéke a 
1 l 
0 helyen. Legyen x —- , XI za —- , Hz 1, egész. Mindkét sorozat a 0-hoz tart 
H H 
és ugyanakkor 


ba] 
lim Ét —1, 
HF a Xn 


tehát a függvénynek nem lehet határértéke a ü helyen. 


-1 
c) Itt vizsgáljuk a függvény értékeit az x—— sorozat mentén. Mivel 
Ft 


xi, x 1, ha van a függvénynek az 1 helyen határértéke, akkor az xy 
sorozat mentén a függvényértékek sorozata is ehhez a határértékhez kell 
hogy tartson. Ugyanakkor: 


1 
lim 277 sz lim 27— pr en, 
aA 
tehát im 27 nem létezik. 


xi] 


€) A keresett határérték ű, mért 





(x—mx)sin slx-zj-ee, 


esnkül 


1 
ha 0--[x- rre, arnit éppen azt jelenti, hogy lím (v—:r) sin zzz. 


Feladatok 
12. Igazoljuk, hogy ha um ffx)— Aú, akkor van a-nak olyan 


x-ta 


környezete, ahol f(x) 0, ha xéa. 


13. Igazoljuk, hogy ha lim f(x)— 4Az0, akkor a az a egy 
. 1 1 
környezetében (x-z a) értelmézvé van és lm -———— . 
" ( ) xrta f (x) A 


14. Igazoljuk, hogy ha minden x.--a, x a sorozatra É(x,) 
konvergens, akkor um f(x) létezik. 


XX "a 
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15. Számítsuk ki a következő határértékeket: 


x3.3x2 


1) veti x--1 
.  F5—x—2 
b) Jim V2—x—1 ? 


: k n 
0) (etés) (NE 1) 


. €08x—Sinxii 
d) hm ———— ———. 
x...T 005 xt sin x—1 
73 


16. Számítsuk ki a következő trigonometrikus függvények 
határértékét: 


sin kx 
a) veg SÍNNX ? (k, n e h; 
b] lhmtg2x el x) ; 
xeg 
1—y cos x? 
c) er gre esseeaát 
zag 1 7€0sx 
. 2sin" xtsin x—1 
d) him 2 sin x—3 sin x--1 
rő 
[7. Legyen: 


. 1, ha x:é0, 
197 ha xs-0, 


k. ha ért gz1, p, g egészek, (p, g)—l, 


8(x)— 0, ha x irracionális, vagy xs0. 


Vizsgáljuk meg, hogy léteznek-e a következő határértékek: 
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lim gíx),  líim fGx), lim f(g(x)). 
x-rü x—ü x-rü 
B. Igazoljuk, hogy ha f(x) folytonos a b helyen és lim gfx)— b, 
akkor lim f(etx)—f(b). 


xx ra 


d. A határérték fogalmának kibővítése 


A számsorozat határértékének fogalmát általánosítottuk oly 
módon, hogy beszéltünk -kss-hez, — es-hez tartó sorozatról 15. 
A függvény határértékét is általánosítani fogjuk úgy, hogy be- 
szélni fogunk olyan függvényről 15, ami egy adott a helyen -- c-- 
hez, vagy — -o-hez tart, 


Ábrázoljuk például az mi függvényt. Az abszolút érték defi- 


niciója alapján: 
1 ha xzű, 
4] 

TT 
ix -i ha x-ú; 
x 


a függvény képét a 65. ábrán rajzoltuk meg. 





65. ábra 
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Az ii függvény a 0 hely környezetében úgy viselkedik, hogy 


ha. x közel van a 0-hoz, akkor a függvény értéke nagy lesz. Pon- 
-osabban, tetszőleges P számhoz van olyan ós, hogy ha 


0 ixi-z ő teljesül, akkor mp is fennáll (ha P:-0, akkor 


— jó, ha Pe(, akkor bármilyen 96--0 jó]. 


Általában azt mondjuk, hogy azfGo) füegvény határértéke az 
a helyen -- es, im f(xj— 4 es, ha tetszőleges P számhoz van olyan 


özeÜ, hogy ha 
0-—[x—al — ő, 
akkor 
fégz-P 
íg fennáll. 


Az előzők szerint például lim 7 tea, Hasonló módon 
xi 

definiálhatjuk a —- se-t mint határértéket ; az f(x) függvénynek az 

a helyen a határértéke — sa, him f(xj— — os, ha tetszőleges N 


számhoz van olyan ár 0, hogy ha 
0--ix— aj -z ő, 
akkar 
fo) N 
is jennáll. 
A -h függyénynek a Ü helyen — cs a határértéke, ezt az 


e] 
előzők alapján könnyű igazolni (őő. ábra). 
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A függvények viselkedését a dt-ee-bén is vizsgálni fogjuk, 
Ezen azt értjük, hogy nagy x-ekre hogyan viselkedik a függyény 
értéke. 





a6. ábra 
Az fo függvénynek a -4 cs-ben a határértéke A, bm fixjráA 
Xx-t-F:sz 
ha tetszőleges e—D számhoz van olyan c szám, amelyre, ha 
xzww, akkor; 


I/(00J—A]-e. 


Gyakorló feladatok 


25. Igazoljuk, hogy : 


. l 
lm -—ü. 
x-rban E 


Megoldás : 
1 
Adjunk még tetszőlegesen égy ső számot. Ehhez 10 — - jó lesz, mért ha 
E 
1 


x— 


akkor 


l i 
570-zee. 
xx xx 





26. Adjunk szabatos definiciót a líim (x-re határértékfogalomra 
XTt-f- 
és igazoljuk, hogy: 
lim [X]— 4 ss. 


x-re 


Megoldás: 


Az f(x) főggvénynek a tFes-ben Hea a határértéke, ha tejszőleres P 
számhoz van olyan e szám, amelyre, ha xs ev, akkor: 


fix). 
Igazoljuk a definició alapján, hogy: 
lm [xx] 4- es 
x-r-b na 


Adjunk meg egy P számot és legyen k az első olyan egész szám, amire 
k:P igaz. Ekkor az [x] definiciója szerint, ha xzk, akkor blzk-P, ami 
éppen azt jelenti, hogy [d]—- - es, ha x-ek es. 


27. Adjunk szabatos definícióta lím (m-4 és lm /(x)— — sa határ- 


XT XT éna 


értékfogalmakra és igazoljuk, hogy 


XL 
al! lm ——-—Il 
XPS an [x] 
És 
b)  dim x— — ss, 
kan dtttlsai 
Megoldás: 


Azfix) függvénynek a — sa-ben a határértéke A, ha tetszőleges e szárm- 
hoz van olyan cs szám, hogy 


I/00)— Al e 
fennált, ha 


XT Ül. 


Azfix függvénynek a — sz-hen — ss a határértéke, ha tetszőleges N szám- 
hoz van olyan a szám, hogy 
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fix) N, 
ha teljesül, hogy x—o 


a) Az 1.c) gyakorló feladatban ábrázoltuk az fs] függvényt. Recsüljük 
XL 


meg először a függvényértéknek 1-től való eltérését negatív x-ekre. Legyen 
rzi egész és tegyük fel, hogy —nzx- — n--1. Ekkor [x]7 — nr, tehát : 


aT 15—v1-i, 
[xi Hi 
A (17) egyenlőtlenségből következik, hogy 
1 
189) er! sz — 
Íx] H 





ha —1zx-—n-1 teljesül Ádjunk most meg egy tetszőleges e:-Ú számot 


1 
és válasszuk még H-st úgy, hogy pi e teljesüljön és legyen x- — nt 1. Ekkor 


1 d 


a (18) egyenlőségből következik, hogy 


— -] szE, 


x 
] 





[x 
ami éppen azt jelenti, hogy 
lim — 1. 
5——a B 
b) Mutassuk meg először, hogy ha x-z --1, akkor xx: 
ha xm-], 
akkor 
—r-r], 
Xi, 
inttén pedig következik, hogy 
—j9ngx, 


ami ekvivalens az xt-—x egyenlőtlenséggel, mivel feltettük, hogy x-c —1 
fennáll. Adjunk meg most egy tetszőleges N valós számot és legyen w- 
sz min (WV, —1) Ha x- e, akkor az előző egyenlőtlenség miatt x—— xiv 
is fennáll és ezt kellett igazolnunk. 
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A határérték-fogalomnak még egy további általánosítására lesz 
szükségünk: a jobb és bal oldali határérték fogalmára. Az 1a) 
gyakorló feladatban vizsgáltuk az x— [x] függvényt. Ennek az 
egész helyeken nincs határértéke, Ha viszont jobbról közeledünk 
egy egész helyhez, akkor a függvény értéke 0-hoz közeledik, bal- 
ról közeledve egy egész belybhez a függvényérték 1-hez közeledik. 

A jobb és bal oldali határérték szabatos definícióját így ad- 
hatjuk meg: Az f(x) függvénynek az a helyen a jobb oldali (bal 
oldali) határértéke A, ha tetszőleges e--0 számhoz van olyan 6--ü 
szám, hogy ha 0—x--azóő (0--a— x-z ő) teljesül, akkor [f(x 
— Al--e ís igaz. 

Azt, hogy f(x)-nek az a helyen a jobb oldalt határértéke 4, 
igy jelöljük : 


lim ffxj— A, 


x-te4-Ü 


azt pedig, hogy a bal oldali határértéke A, így: 


lim f(xj— A. 


x-ta—Ű 


Gyakorló feladat 
28. Igazoljuk, hogy ha n egész szám, akkor 


lim (x-—-[x1h7-Ű, 
hzdén al) 
urn (x—I[x]r-1. 


x7-n—ű 


Megoldás : 


Adjunk meg egy tetszőleges ez számot és légyen ő az € és az 1 közül a 
kisebbik, azaz legyen ó— min (e, 1). Tegyük fel, hogy 


0—x—neő. 


A ő választása miatt ekkor n—x-znri1 ís teljesül, ami azt jelenti, hogy 
ix] n, tehát 


16—[x1—Ülsx— n-ze, 
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Ha 0—n--xsző, akkor n-1-— x-z, így [d]- 7-1, tehát 
16—[£1—1]—n— xs. 
16—1(x1—1]15n—x-g 


Természetesen a jobb és bal oldali határérték definícióját ki- 
terjeszthetjük úgy, hogy megengedjük a -4-cs-t és — csat mint 
határértéket. Ha rendszerezni akarjuk az eddig tárgyalt határ- 
értékdefiníciókat, akkor ezt így tehetjük meg: egy f() függvény 
határértékét nézhetjük 


egy a helyen, 
egy a helyen jobb oldalról, bal oldalról, 


a 4 cexben és 
a — cs -beén. 


Ez összesen öt lehetőség. Minden helyen beszélhetünk véges 
határértékről, 4- ce-ről vagy — ee-ről:ez három lehetőség. Együtt- 
véve tehát 3:5—15 fajta határértékről beszélhetünk. Eddg 
kilenc definíciót adtunk meg, a még hátralevő hat definíció sza- 
batos megfogalmazását feladatként fogjuk kitűzni. 

A függvény és a sorozat határértéke között fennálló fontos 


kapcsolatról szóló tétel, amit a 3. pontban fogalmaztunk meg a 
többi határérték esetére 15 kiterjeszthető. Példaként fogalmaz- 
zuk meg a — cs-ben vett -- es határérték esetére vonatkozó tételt: 
a lm f(xja Tee összefüggés akkor és csak akkor áll fenn, ha 


XA — an 


minden x,— — es sorozatra f(x Jt es igaz. Az állítás bizonyí- 
tása az eredeti tétel bizonyításához hasonló módon történhet. 

A sorozat és függvény határérték közötti kapcsolatból a -t- es- 
ben, — ss-ben és véges belyen jobb oldali és bal oldali véges ha- 
tárérték esetére is következik, hogy a határátmenet és a művele- 
rek sorrendje felcserélhető (a megfelelő feltételek teljesülése ese- 
tén). 

A következő néhány gyakorló feladatban azt fogjuk vizsgálni, 
hogy mit mondhatunk olyan esétekben egy művelet eredménye- 
ként kapott függvény határértékéről, amikor a művelet vala- 
melyik, vagy mindkét komponensének határértéke -kes, — es 
vagy osztás esetén a nevező határértéke Ü. 
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Gyakorló feladatok 
29. Igazoljuk, hogy ha lim/(€e)— 7- s és lirm e(x)— 4, akkor lim (f(x) 


xx ti mrtga xta 


Felix szt ee (itt az lehet egy véges a szám, lehet -k cs, — se, de lehetaz a3-Ű, 
a— Ü jelek valamelyike is). 


Megoldás: 


Alkalmazzuk a sorozat és függvény határértéke közötti kapcsolatról szóló 
tételt. Legyen x, egy tetszőlégésísorozat, amely c-hoz tart (ha c véges akkor 
kössük ki, hogy ax ba az a-0, akkor x,7t, ha r—ag— ő, akkor x-z 0. 
A feltevés szerint 7: (3 tm ég S(x, 1—-A, de akkor a sorozatok határérté- 
kével kapcsolatos eredményekből tudjuk, hogy fix ht g(x jerk ss. Ered- 
ményünk azt jelenti, hogy 


lim (fex) E-t se. 
Xb 
30. Igazoljuk, hogy ha lírmm A(o— -- re és lim gi(x)z 4, akkor A :-0 esetén 
E. sel d 6. ui 
lim/ (xje(x— cb es, 4-0 esetén limf(xjeíxysz— se és 4—Ű esetén az 


xX-ta X-teg 


F(-x)e(x) Tüggvény viselkedéséről az környezetében nem tudunk mit mon- 
dani. 


Megoldás: 

Az 40 és 4--ű eseteket az előző, 29. gyakorló feladat megoldásához 
hasonlóan lehet elintézni. Az 4—0 esetet vizsgáljuk meg részletesen. Legyen 
1— -k sa és fix)s xé Ekkor lim xt— tt ee teljesül. 


£ dendlc ue 


a) ge — , akkor lm I e és lim fix: elxdz lim xszd es. 


xX-t-f-es x K-t ren X-re 


l ] 
b] g(x)— ez, akkor lim a és lim €x)" erxás líim 1-1. 
xv -fess xX"t-tHes x-t- pre 


I 
c) 30)—z akkor lim 


Tt 


I l 
—-ő és lim fix esz líim —-—-70. 
x5 I X-t-f-sz X7t en 


1 1 
d) sg sinx, akkor lim etxsisű, mert IgG9l s ga ha x:-0 és 
6 iz dl. növi 


ZÜZ 


lm Atle)z dím sin x nem létezik, mert ha x mr (rő egész), akkor 
A-t éjet x-et es 


lim géxjsö, haz — nni a 470 egész), akkor lim e(x)—l. 
dc ök Hb -kra 
Hasonló példákat lehet megadni Xx— — ea, véges, c—ag4-Ü, c—g—ű eset- 
re 15. 


Tovább vizsgálhatnánk az eddigi minták alapján a többi esetet 
is. Jó külön is megtegyezni, hogy a következő típusú határérté- 
kekről nem tudunk mit mondani: , es " 0, E , sz 
Az ilyen típusú határértékeknél minden könkrét esetben külön 
vizsgálat szükséges annak eldöntésére, létezik-e a kérdéses határ- 
érték és ha igen, mivel egyenlő. A feladatok során gyakran ta- 
lálkozunk maid ilyen esetekkel. 

A jobb és bal oldali határérték fogalmának mintájára defi- 
niálm lehet a jobb és bal oldali folytonosságot: 

Az fix) függvény az a helyen jobbról (balról) folytonos, ha itt 
értelmezve van, létezik a jobb oldali (bal oldalt) határértéke és az 
megegyezik a függvényértékket : 


hm fix)—f(a) e lm JE) —fta). 


x-arttü 


65 ,os— sa9 


A definició alapján péklául nagyon egyszerűen látható, hogy 
az [x] függvény minden egész helyen jobbról folytonos. 

Fontos szerepük van a zárt intervallumban folytonos függ- 
vényeknek. Egy f függvényről akkor mondjuk, hogy az [a, 6] 
intervallumban folytonos, ha minden azx-c-b helyen folytonos, 
a-ban jobbról folytonos, b-ben pedig balról folytonos. 


Fejadatok 


. Adjuk meg a következő határérték-fogalmak szabatos 
definícióját: 


al um f(xj—— es; 


x-t-F sa 
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b) Hm f(x es; 


r-t h-j 


e)  dlim f(xj— tes; 


x-rat0 


d)  dim f(x)— 7 es; 


x—a—Űű 


Íf) dm ff — e 


x-tg—Ü 


20. Számítsuk ki a következő határértékeket: 


3x3—2x-H10 , 


a) him 5x2—x—1i 7 


dul nlle 
2x2—xt2 
3x3—10 7 
3x3- 2xtd4-5x—3 
2x3— xb 12 


bb dim 


EXE5tfFe 


ci hm 


X7t-k aa 
21. Jelöljön p,(x) (mz1 egész) m-edfokú valós együtthatós 
polinomot. Számítsuk ki a 


ei P Ax) ri f xx) 
x , ss DLX) ss x peigli BÁx) 


határértékeket (n, KET). 





22, Igazoljuk, hogy ha f(x) folytonos az a helyen, lim g(xj— 
x-t-k 
— a, akkor lim fígfxi—fla 


E. tula nöi 


33. Mutassuk meg, hogy ha imIf(xj— -H es (a jelölhet egy 


véges a számot, lehet a -- os, a — cs szimbólum vagy a-HÚ, a—0 
alakú), akkor 
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, 1 
imggg e 


24. Számítsuk ki a következő határértékeket: 
a) Em (Vxttx—1—Vxt—xt1), 


he ale dlai 
bbi. him (V9x241—3x); 
Xőtf 


c)  lim (F2x23-5-45x); 


; x xi 
d) sm), 
25, Számítsuk ki a megadott függyényeknek a megadott he- 
lyen a jobb és bal oldali határértékét: 


xr— 1 


a) fej XT? 


a7-]; 


b) fCJ-Vx—-b] azo; 


FL—cos 2x 
0) 169-ELE, a-0; 
d) f(J—tgx, az. 


26. Igazoljuk, hogy az f(x) függvénynek az a helyen akkor és 
csak akkor van határértéke, ha a-ban létezik a jobb és bal oldali 
határértéke is és a kettő megegyezik, 


27. Bizonyítsuk be, hogy egy függvény az a helyén akkor és 
csak akkor folytonos, ha itt jobbról is folytonos és balról is foly- 
tOnos. 
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28. Igazoljuk, hogy ha 7(x) egy [a,b] intervallumban folytonos, 
akkor itt korlátos, azaz van olyan k és K szám, hogy minden 
x € [a, bl-re KSEfÉmDeK teljesült 


29. Igazoljuk, hogy ha ffx) az [a, 5) intervallamban folytonos, 
akkor van olyan x, € [g, b] és x. c [a, 8], hogy minden x € [a, b]-re 
Fe fix) e f(x) ( Weterstrass-tétel). 


5. Monoton fűüsgvények határértéke 


Á számsorozatoknak fontos osztályát alkotják a monoton soro- 
zatok, mert minden monoton sorozatnak van véges vagy végte- 
len határértéke. A függvények között hasonló okokból játszanak 
fontos szerepet a monoton függvények. 

Legyen f(x) egy (a, b) intervallumban értelmezett MONOton 
növő (fogyó) függvény. Tetszőleges c c(a, b)-ben az f(x)-nek van 
jobb és bal oldali véges határértéke; f(x)-nek üz a-ban létezik 
tágabb értelemben vett jabb oldali határértéke, mégpedig ez vagy 
véges, vagy e cz (-k so); a b-ben pedig tágabb értelemben vett bat 
oldali határértéke van, ez vagy véges, vagy T§ ez (— ca), 


Gyakorló feladatok 


31. Igazoljuk az élőbb megfogalmazott tételnek azt a részét monoton 
növő függvényére, hogy ha c€ (a, b), akkor létezik a 


lim Fix) 


x—sc—ű 


véges határérték. 


Megoldás : 


A bizonyítás gondolatmenete hasonló a monoton sorozatok határérté- 
kénék létezéséről szóló tétel igazolásakor alkalmazott módszerhez. A 67. 
ábra szemlélteti a bizonyítást. 

Jelöljük K-val az (a, c) intervailumban felvett függvényértékek halmazát, 
A K halmaz felülről korlátos, mert f(x) az (a, 59-ben monoton növő, így ha 
. azx-ze, ákkorf(oz fe), tehátf(c) a K egy felső korlátja, Ekkor, az Í. feje- 
zetben igazolt tétel alapján, K-nak van legkisebb felső korlátja, másképpen 
felső határa : legyen ez A, azaz 


4—sup K. 
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67. ábra 
Megmutatjuk, hogy lim /(x)—4. Adjunk meg egy tetszőleges e:-ü szá- 
x-r—Ű 


mot és keressünk ehhez jó Ó-t. Az 4— £ szám nem felső korlátia K-nak, í 
van olyan azxzyze, hogy fixa 4— e. Ha most tetszőleges x-et válaszuk 
xy és c között, akkor a függvény monoton növége és A definíciója miatt 


4—ezf(xY E f(jSAzAte, 
azaz 


[/do0cAUuthg 
ha 0--e—x-ze—xpző. 
A tétel többi állítását hasonló módon lehet igazolni. 
32. Igazoljuk, hogy az e" függvény mindenütt folytonos. 
Magoldás : 
Az 6" definíciójából következik, hogy a f üggyény az egész számegyenesen 


szigorúan monoton növő. Így az előző tételből következik, hogy tetszőleges 


a helyen létezik dm 27-A és lim e7— B határérték és Azers B. Elég 
x-ag-b x-tgagr 
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igazolni, hogy 4— B, mert ha ez igaz, akkor a 26. feladat eredményé szerint 


68. ábra 
itt van határértéke és ez megegyezik az ea helyettesítési értékkel. 


Indirekt úton ököskoödunk. Tegyük fel, hogy az állítással ellentétben 
4-- B. Ekkor A definíciója miatt van olyan r --a, ra racionális szám- 
sorozat, hogy e7--A és a 8 definiciója szerint van olyan §—- a, 5, 7 d TAcio- 
nális szárnsorozat, hogy e" B. Mivel 


ön 





da TF 
5 —-r-aü, d" "zel, 
e 
másrészt 
lim e" 
lirm (em rt" me], 
mr ea lm €" 


Fr ál) 


ezzel ellentmondásra jutottunk. 





33. a) Igazoljuk, hogy tetszőleges xpexyre igaz az 








eptág iz 4) Igazoljuk, hogy 
§ HG E € te 
(19) e az 5 (et 
lm s]. 
egyenlőtlenség. xsg € 
b) Bizonyítsuk be, hogy az e" függvény a (— ss, sa) intervallumban Megoldás: 


konvex, vagyis tetszőleges a-cb-re az [a, b] intervallum két végpontjához 
tartozó görbepontokat összekötő húr a függvénygörbe Íelett van (68, ábra). 
Ezt az állítást pontosan a következő egyeniőtienség fejezi ki: ha a—x-eb, 


a! Az állítást a 69. ábrán szemléltettük. A (19) egyenlőtlenség bal-oldalát 
a következő alakban is írhatjuk : 











akkor: xi-bxn 
————— XX tx x x 
eget e 2 zFVe" e Lea 
(20) ő5—-——(x-ajt el sz[o, 40). 
7a Ezt felhasználva a bizonyítandó 
x 
27—1 ;, ez ; 
c) Mutassuk meg, hogy az függvény monoton növő a (— es, 0) és ML. X7 
rk eti. gyz te 

(0, 4 sz) intervallumokban. 2 
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69. ábra 





egyenlőtlenség igaz a számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenség 
B F 
szerint, hiszen xy-c xa miatt ete? . 
b) Az állítást az előző, a) feladateredményének és az e" folytonosságának 
felhasználásával igazolhatjuk. 


atb ., 
Az adott [a, 6] intervallum § za felezőpontjában az a) feladat alapján 


igaz, hogy: 


mm atbN ese 
e? ci 1— [7 9 


b hb og 533, stl 
Az E s i és É , o] intervallumok felezőpontiára szintén az a) fel- 


adat eredményéből következik, hogy igaz az állítás (70. ábra). Például az 
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70, ábra 














S said 
241 -——— 
atbi, 2 ta sa , , 
a, Et intervallum 7 felezőpontjára a következőképpen látható 
be a (20) egyenlőtlenség : 
atb 094 e at b 
MESE asz és B Festú 
2 als mál 2 f. 
É MET EL ——] ga a — 


A felezési eljárást folytatva, teljes indukcióvai látható, hogy tetszőleges 
n természetes számra az n-edik lépés után kapott 27-! pont mindegyikére 
igaz a (20) egyenlőtlenség. 

Vizsgáljuk most az (a, 5)-ben megadott x pontot. Az [a, b] intervallumra 
alkalmazva az előző felezési eljárást, a kapott felezőpontokból! meg tudunk 
konstruálni egy olyan XI. Xg ts; Xg: SOTOZÁtot, amélyre lim x —x És 


( ( iuzdleai 
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minden Are igaz, hogy; A b] feladat eredményét az [d, xo] intervallumra alkalmazva azt kapjuk, 


ii hogy az xy-hez tartozó görbepont az /, húr alatt van, ebből viszont már kö- 
e zh Ax vetkezik, hogy az /, egyenes iránytangense kisebb vagy egyenlő, mint 2--é. 
Az állítás a ( — a, , 0) intervallurira 15 hasonló módon látható be, 


Aze" függvény és [/ (ax) folytonossága miatt tehát: .. egi , 
egvény és í,, har) foly E a) A c) feladat eredményét felhasználva, például a (0, 1) intervallumban 














e" sz lím es Jim fp etáa — Ég kr) az ki ő" ; függvény monoton növő és alulról korlátos, mert pozitív (e 5. 
Ekkor a mönötön függvény határértékének létezéséről szóló tétel alapján 
c) Legyenü— xs xa két szám, Azt kell megmutatnunk, hogy : létézik a 
e" — 
ela]  e77.1] lirn A 
mz , szűrt 3 
Xg Aa 


71. ábra véges határérték. Az A értékének meghatározásához elég egy speciális, jobb- 
a Tr 
ról a 0-hoz tartó sorozatot válásztani és kiszámítani a sorozat elemeihez 


tartozó függvényértékek sorozatának határértékét. Legyen ez a sorozat az 


l 
G) , erre teljesül, hogy Ú-hoz tart és a tagjai pozitívak. 
ft 


áz I. fejezet 68. feladatában igazoltuk, hogy 





tehát 4—1. Hascnlóan látható : 


; e" —i 
hir —]1 
x-f—-g A 


is igaz ; ebből a 26. feladat szerint következik az állítás. 





33. Igazoljuk, hogy ha a7ü, akkor 


x 


zzIln a. 





lim 


xaü Ax 





Az állítást a 71. ábrán szemléltettük, ennek alapján látható, hogy az állítás Megoldás : 
even. mint az gut, hogy az /2 egyenes iránytangense nagyobb vagy Ha az], akkor az állítás nyilván igaz, így tegyük fel, hogy as 1. Alkal- 
egyent mun az iró mazzuk a 32. feladat eredményét . Ennek alapjár az 
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et —I 
-— , ha x-0 
foz" 
1, ha x—0 
"1 
függvény mindenütt folytonos. Alakítsuk át az lú kifejezést a következő- 
képpen: 
er — 1 xlna M 1 
-£ — . lnacf(xin a): In a. 
x xina 


Az x In afüggvény folytonos a 0 helyen, itt értéke G, így a közvetettfüggvény 
folytonossága alapján: 


l . 
a]n ar im éx In a In a. 
b 


im 
x—aű 





x 


A fejezet 1. pontjában már vázlatosan felrajzoltuk az In x 
függvény és a trigonometrikus függvények inverzeinek a képét. 
Ezekkel a függvényekkel kapcsolatos határértékfeladatok meg- 
oldásakor szükségünk lesz arra a tényre is, hogy ezek a függyé- 
nyek az értelmezési tartományukban folytonosak. 

Az inverz függvény általános fogalmát a következőképpen ad- 
hatjuk meg: ha az f(x) függvény értelmezési tartománya az E 
halmaz, értékkésztete a K halmaz és x,, x.€E xx, esetén 
fxdzf(xo akkor f-nek az E-hez tartozó inverz függvényének 
nevezzük azf a p függvényt, amelynek értelmezési tartománya 
K és bármely u€K-ra gpíijzv akkor és csak akkor igaz, ha 
fivyszu. 

Az inverz függvény definíciójából következik, hogy ha p az f 
inverze, akkor minden wc K-ra pina u. 

Az inverz függvények folytonosságáról szóló tétel bizonyítá- 
sakor szükségünk lesz egy, a zárt intervallumon folytonos függ- 
vényekről szóló alapvető tételre, amit Bolzano-tételnek 15 nevez- 
nek. Ez a következőt mondja ki: ha f(x) folytonos a zárt [g, B] 
intervallumon, akkor f felvesz minden fia) és fib) közötti érté- 
ket. 

Eddigi eredményeink felhasználásával már könnyen I1gazol- 
hatjuk a következő általános tételt: 

Ha f szigorúan monoton növő fesökkenő) és folytonos ja, b]- 
ben, akkor f értékkészlete Ta, b1-ben [f(a), ADI, (II. [AD Aa), 
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fenek tétezik az [a, bl-hez tartozó p inverz fűggvénye és ez ís szi- 
gorúan monoton növő ( csökkenő) és folytonos [f(a) A(bb-ben (Hit. 


LA(b), f(a)-ban.) 


Gyakorló feladat 


34. Igazoljuk az előzőleg kimondott, inverz függvények folyzonosságáról 
szőlő tételt. 


Megoldás: 


A bizonyítást arra az esetre végezzük el, amikor / szigorúan monoton 


növő [g. 51-ben. (A szigorúan monoton csökkenő esetre hasonló módon le- 
helneé eljárni.) 





12, ábra 


A Bolzanortéteiből és 7 szigorúan monoton növéséből következik, hogy 
£-nek [a, b]-hez tartozó ériékkészlete [/(a), F(b)] (72. ábra). A szigorúan 
monoton növés miatt az ís nyilván igaz, hogy különböző Ja, b]-beli helyekhez 
különtöző [/(a), 7 (5)1-beli függvényértékek tartoznak. Így a p inverz függ- 
véry létezik és értelmezési tartománya [/(a), /(£)]. Igazoljuk, hogy gp szigo- 
rúan monoton növöl A (aes, Ab)-ben! Légyen wy és tés két olyan szárn, amélyre : 


fiadeusz Ha sfíib, 


zi5 


és indirekt módon tegyük fel, hogy 
ne gtapzg(Haj— Da, 

Ebből / manolon növése rrtiatt 
Apiujy—ujzuga—fűpíua)) 

következne, ellentétben a feltevéssel. 


Mivel g szigorúan monoton növő [/(e, /tb)l-ben, ezért minden cE ( /(a), 
ft5)-ben van jobb és bal oldali határértéke. Ahhoz, hogy e itt folytonos is, 
elég megmutatni, hogy 


ar. im geinsgicis lím 6 gíx). 
1) x-te—Ű xactü 


Tégyük fel, hogy például 
Az hm síx-egie). 
r—ar-ú 


Ekkor g szigorú monoton növése miatt az (A, gfc)) intervallumbeli értékek 
kimaradnának v-nék az[/ia), 7(901-hez tartozó értekkészletéből, így megint 
ellentmondáshoz jútöttünk (73. ábra). 

Hasonlóan lehet megmutatni, hogy (2129-ben a második egyenlőség ís 
érvényes és azt Is, hogy e az ffa3-ban jobbról, F(53-bén balról folytonos, 


! 





73. abra 


zl6 


A 34. gyakorló feladatban igazolt tételből következik, hogy 
például az arc sin x függvény a [—1, 1] intervallumban szigo- 
rúan monoton növő és folytonos, az arc cos x függvény a [— Í, 1] 
intervallumban szigorúan monoton fogyó és folytonos. A tetelt 
igazolni lehet általánosabb formában is, például ( — cs, - -e)-ben 
szigorúan monotori és folytonos függvényre vagy egy, az íg, bj- 
ben szigorúan monoton, folytonos függvényre, amelyre 

um fix — es, 
xagrú 
um f(xJj— - os. 
x-ra-FHÜ 
Ezekből azután következik, hogy az arctgx, arcctg x (— cs, 
— co)-ben folytonos függvények, az In x a (0, -- -e4-ben folytonos, 
szigorúan monoton növő függvény, 


Gyakorló feladatok 


35. Igazoljuk, hogy 





in(íl--x) 
m ————-]. 
x-ű ax 
Megoldas: 
iní1-4 xi . h ma 
Alakítsuk át az — függvényt a következő módon : 
8 ni 
iníl ta In(14x i 
o 14X-Ll ue 
x elMltak 1 
In (t4-x) 
Mivel azln (I Fő függvény folytonos a ü helyen, igy urn In (1-3 xisln1—0, 


x—ű 
tehát a 33. gyakorló feladat eredménye alapján: 


. hmiíldtx . l 
hm — ir r—r——r — hrn ———————— o]. 


a, x 
xzű az ,irálrx  ; 


Iníl-t.x) 
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36. Igazoljuk, hogy 
1 ed 
trn (5) e. 
A-t fte A 
Megéldás : 
i x 
Alakítsuk át az ( 5) kifejezést a következő módon: 
Xx 
1 
tal 17) 
i MEL ER nt öl 
je mal 13) 1 
[/ ) —é "me" 


XL 


1 
Mivel lim -—ű, ezért a 35. gyakorló feladat alapján : 


x-z sn 8 
1 
mr] 
e 
i LV". x 
ln 14-i — him e — e. 
XT Fe xX X-t-f-en 
37. Tegyük fel, hogy Um Fixis4Azó, lim gíxyz B. Igazoljuk, hogy 
x7t kon E see de méd 
im A(Fé e 45, 
X-es 
Megaldás : 


A vizsgált 7009) alakú függvényt így írhatjuk : 
egizaf ük 


Mivél az In x függvény folytonos az A helyen, ezért 
lim eíxy ln Fix) B ln 4. 


K-t f 


innen pedig az 2" függvény folytonossága alapján adódik, hogy 


im AéxYf69z  lim egéM af BnA 4B 


x-t-tz: x"-t kes 
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38. Az előző gyakorló feladatokban kapott eredmények felhasználásával 


szárnitsuk ki a következő határértékeket : 





: a) 
ay lm ; 
2x41 


X-t-fesz 


b)  lim(1-te xx"; 
xz[ 


. hm ox-1 
cd lim ; 
xre €7€ 


dd lm 


xat 





arc $in x 


x 


Megoldár: 
a) Alakítsuk át a vizsgált függvényt, majd alkalmazzuk az élőző két 


gyakorló feladat eredményét; 





K 
3434 Tr : 1 27.4i (2x41 ü 
lin (——  — lim 1-7 —et— Ve. 


b) Átalakítással és a 35. gyakorló feladat eredményének alkalmazásával 


érhetünk célhoz: 
In( t--tg x) 
lim(1--tgaejy"87—lime "87 sze. 
xr-rű xtü 


c) Ismét átalakításokat célszerű végezni : 








xx 
Ir — 
. hx—-1 . lIlnxkilne ., 1 e 1 
lim sz tn ———— a líirm— m-. 
xag TE xae x—e x—ef x É 
É 


di Használjuk fel azt, hogy x— sin (arc sin x); az arc sin x folytonos a 


0 helyen: 
. aresmx l 
lur ——— — — lim — —-———— il. 
xal X xag Sin (arc sin x) 
arc sin ax 
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Feladatok 


30, Számítsuk ki a következő határértékeket: 


a) lim(1-kx2ytes ; 





x-aÜü 
a 
b) tim (SET, 
nag 4 COS2Xx " 
c) lim-tl8K . 
vat 1—etgx 


x—! 

2  14xrl 

d) lim (E 1) : 
xad4e KXTI 


e) lim (tg xy. 


TI 
X r— 


4 





31. Számítsuk ki a következő határértékeket: 


ai) lim £— (a, be: 


xaf 


b) im —— (az); 


xx ra 





1 
c) im (252) (a, b:-0). 


x—ű 


32. Igazoljuk, hogy ha f(x) monoton növő az (a, -k se) Inter- 
vallumban, akkor líim fíx) véges határérték létezik, amény- 


Lnddlai 


nyiben f(x) felülről koriátos (a, 4 cs)-ben, ha pedig f(x) nem 


korlátos felülről (a, - s-ben, akkor lm fix es. 


XY-t -k c 
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33. A már többször alkalmazott felezési eljárással igazoljuk a 
Bolzano-tételt, vagyis azt, hogy egy [a,b] zárt intervalhumban 
folytonos f(x) függvény minden f(a) és F(b) közti értéket fel- 
VESZ. 


34. Igazoljuk, hogy 


lm o £€7— kes, 
X-et Tf m 

ln e7—Ü, 
XA — út 

lm in x— -- ee, 
xetek e 

inmn ]hmx57 — es. 
xXx—ÚtÜ 





35, Vizsgáljuk meg az függvényt, van-e határértéke a 


14e 


— ssrben, -k cserben, a ü helyen. Vázoljuk fel a függvény grafikon- 
ját. 


36, Igazoljuk, hogy ha um a ,zaz-0 és hm b. b, akkor 
lim aza 


37. Számítsuk ki a következő határértékeket: 
1 
a)  lim nía"-—1), az-0; 


A-t ea 


VTarVb WV 
b) im (5: a, be 0; 


H-t sa 


e) lim 


Het a 


.. s, aes; 


ri H L NNNNA 
fenszgeetes 
TETT eh 


d) hm (1) ,;  x tetszőleges. 


HC s 


38. Legyen f(x) egy [a, 4-2) alakú intervallumon folytonos 
függvény, amelyre lim f(x) véges határérték létezik. Igazoljuk, 
X7t-E es 


hogy f(x) korlátos az [g, — se) intervallumban. 


39, Legyen p(x) egy páratlan fokszámú valós együtthatós po- 
linom. A Bolzano-tétel felhasználásával mutassuk meg, hogy 
p(o)-nek van gyöke a valós számok körében, azaz van olyan xg 
valós szám, amire p(xg)— 0. 


48, Igazoljuk, hogy ha f(x) egy [a, $I zárt intervalhiumban mo- 
noton függvény és minden ffa) és (b) közötti értéket felvesz, 
akkor 7 folytonos is [a, Bbl-ben. 


A H. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 
[1] 


X] e foz 
1.a) Az - függvény értelmezési tartománya a (— re, 0) és 


(0, — ce) nyúlt intervallumok egyesítése. A függvény grafikonját 
az — függvény görbéjének darabjaiból állíthatjuk össze: 74. ábra. 





74. ábra 


b) Az x2— [//d függvény értelmezési tartománya a teljes szárn- 
egyenes, a függvény graükonját az x" függvény görbéjének da- 
rabjaiból állíthatjuk össze: 75. ábra. 

c) Használjuk fel a 2.b! gyakorló feladat eredményét. Ennek 
alapján könnyen felrajzolható az xtFx— [x] függvény graf- 
konja: 76. ábra. 

d) Az abszolút érték definícióját felhasználva alakítsuk át a 
Vx-r]lx—II kifejezést: 


2243 





Yz[/x-kjx— 1 





-2-fű -z - 


75. ábra 77. ábra 





718. ábra 


KEZTTT, Í, ha x-l], 
FT T ha xzl. 


Ennek alapján már könnyen felrajzolhatjuk a röggvény grafi- 
korját: 77. ábra. 





e) Itt is az abszolút érték definícióját használjuk fel átalakí- 
76. ábra tásra : 
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79. ábra 


1-1 , ha x-0, 
x 


-—Lt, ha x-ü. 
fi. B 


A függvény grafikonját a 78. ábrán rajzoltuk fel: 


2.a) A logaritmus azonosságainak alkalmazásával alakítsuk 
át a kifejezést: 


ln 1 —]nx. 
x 


A függvény grafikonja a 79. ábrán látható. 
b) A függvény értelmezési tartománya a (Ü, -- ee) intervallum. 
Az ln x definícióját alkalimazva kapjuk: 


eszx, ha xz-0. 


A függvény grafikonja a 80. ábrán látható. 
c) Az [4] függvény szakaszonként konstans, így ugyanilyen 
tulajdonságú lesz az el"! függvény is (81. ábra). 
d) Az Ixt definiciója alapján írjuk ki részletesen a függvény 
definícióját: 
kié tő ha x:cÜ, 
[ri SZ 


ez ha xz(. 


A függvény görbéje a 82. ábrán látható. 


2706 





$0. ábra 





82, ábra 








y-f1—sínéx 


—it d 
z 


raja 


83. ábra 


3.a) A megfelelő trigonometrikus azonosságot és a négyzet- 
gyök definícióját alkalmazva ezt kapjuk: 


V1—sint x— Kcos? x— cos xl. 


458 édi 


A cos x függvény képének ismeretében az [cos x] függvény gra- 
fikonját is könnyen felrajzolhatiuk (83. ábra). 

b! A 4.b] gyakorló feladatban ábrázoltuk az arc sin (sin x) 
függvény grafikonját. Ennek alapján felraizolhatjuk az x-r 
-t arc sin (sin x) függvény grafikonját 15 (84. ábra). 





yzx-tarcsirilsin x) 


84. ábra 


c) Az abszolút érték definicióját felhasználva így írhatjuk át a 
függvény definícióját: 


Z arc teí(x—2), ha xz2, 
TT 3 
a" laro tg(x— 2) — 


a rarctg(x—2), ha x-2. 


A függvény grafikonját az arc tg x függvény grafikonjának da- 
rabjaiból egyszerű transzformációkkal állíthatjuk elő (85. ábra). 
d) Először átalakítjuk a vizsgált függvényt definiáló kifejezést. 


2tgx 
1-ktgeéx 
azonosságból következik, hogy ha Ixje 1, akkor 


A sin2xs 


arc sin 2x Z2arct 
11 ———— x. 
1-4-xt 8 






Y -3 relarc ta (x— 2] 


85. ábra 


Ha x:-1, akkor az arc sin x függvény definiciója alapján: 


2x 


Arc sin 
1-4 xi 





—7z—2arctgx, 
ha pedig xs — 1, akkor 


arc sin 





2x 
Ex —g— 2 arc tg x. 


Ezek alapján a függvény grafikonját már felrajzolhatjuk (86. 
Ábra). 





2x 


- arc 5in 
Y 1--xé 





80. ábra 


d.c! A sin x függvényről tudjuk, hogy ha xzkn-i , akkor 


sin: x— 1, ha xsz kn, akkor Üssin x--1 (k egész). Ezt fel- 
használva a határértékként definiált függvényt a következőkép- 
pen állíthatjuk elő: 
1, ha x— katő ; 
fe lim (sin: xy 
dili 0, ha xsékntő . 


A függvény képét a 87. ábrán vázoltuk. 
b) Számítsuk ki először a keresett határértéket úgy, hogy két 


oldalról megbecsüljük az V 1-- eszt) kifejezést! 


H [JJ Hm 
erti Vapetet b e V2errtD-ertiV2 ha xz0. 


Mivel im F2-L, ezért 


Het u 


f(x)— líim VFi4etstb-erti ha xz0. 


Az f(x) függvény képét a 88. ábrán rajzoltuk meg. 


c) Itt is először a határértéket számítsuk ki! Az x--2 esetben 
a következő becslést alkalmazhatjuk : 


ln (27 x in 26xe ln 2 
n : 


ln x In x--——— , 
H 


ahonnan következik, hogy 
im ln kezés ; 


A ÜsSsxz2z esetben 
H A rt--1 
In a ate 2 -(1r) 2, 


—Iinx, ha x:-2. 





Hn 
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£7. ábra 





88. ábra 
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tehát 
31 


11 az 


H 
I 


im SZE eln 2, ha ÜSxz2. 


lírn Inízd-x ) 
n ugy n 


yY — 





S9. ábra 


A függvény képét a 89. ábrán rajzoltuk meg. 

53. Az f(x) függvény értéke fő, :9-ben sin x. A [r, 25r) interval- 
lumban mindenütt 2-szer akkora az értéke, mint a r-vel kisebb 
helyen, és így tovább. A [—a, 0) intervallumban f(x) értéke fele 
akkora, mint a T-vel nagyobb helyen stb. Ezek alapján már 
könnyű megrajzolni a függvény képét (90. ábra). 

6.a) Adjunk meg egy £--0-t és keressünk hozzá jó 4-t. Ha 
x5;- a, akkor érvényes az 

x2—gl 
x—a 





x-4ta 





G0. ábra 
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egyenlőség, tehát 


Tés vs 
eg BZ 





2 
—2aj-]x--a—2a]——a], ha xséa. 


A (22) egyenlőség azt mutatja, hogy 6—e választással teljesülnek 
a határérték-definició kikötései. 


b] Adjunk meg egy tetszőleges es-0-t és keressünk hozzá meg- 
felelő ő-t, Alakítsuk át először a függvényt definiáló képletet: 


Kx— Va x—a . i 
x—a (x—atyxb ya] FKxR Fa 


Becsüljük meg a határérték és a függvényérték eltérését: 


1; l6x— val 


kt hs——tktktEker.é.é(- e akallelllalmm—v———myieei tt 


Kerva Zyal 2ya(yrhya) 








, ha xza. 





(23) 


s nrlx—al — 1x—al 
Zay Va B 2aja 





A (23) egyenlőtlenség alapján, ha őz e : 2aya, és 
1r— ale 2aKa, xE0, 

akkor 

KE—- a 


szé. 








x—g 2ya 
7, Igazoljuk először, hogy lim f(x)— 0. Adjunk meg egy e5-Ü-t 
xaü 


és tegyük fel, hogy Ixje 1. Ekkor az x E] egyenlőtlenséget al- 
kalmazva 


LA) 0] . Ix[-€, 
ha ö— min (1, e). Ez azt jelenti, hogy f(x) folytonos a 0-ban. 
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Legyen 0) . A e(lx) függvény az f(x) definíciója 


alapján így adható meg: 


x, ha x racionális, 
0, ha x irracionális. 


g(x)- ! 


Ha adott e--0-hoz ő—e-t választunk, akkor ez nyilván jó lesz a 
Min efx)—0 egyenlőség igazolására. (Megjegyezzük, hogy az 
x-rü 


fGdfüggvény gralikonját gyakorlatilag nem tudjuk megrajzolni.) 


8. A szemlélet alapján nyilvánvalónak tűnik, hogy a konstans 
függvény mindenütt folytonos. De azért meg kell mutatnunk, 
hogy ez a definícióból következik. Ha e--0-t megadunk, akkor 
nyilván tetszőleges 5-0 jó lesz hozzá, mert tetszőleges a-ra És 
tetszőleges x-re: 


if0)—A(a— 0. 


9. A cos x függvény folytonosságát a sin x függvény folyto- 
nosságának iIgazolásakor használt módszerrel bizonyíthatjuk. 
Használjuk fel a 


, ta . X—a 
c05 x—cosaz —2 sm —5— sm HG 


azonosságot. Ennek alkalmazásával a következő becslést kap- 
juk: 





. X-Eküll. x—ga 
[cos x—cos aj 2jsin Íjsin 3 zlx—at, 


ami azt jelenti, hogy tetszőleges a esetén adott e--0-hoz 6—er jó 
lesz. 
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10, Azt fogjuk megmutatni, hogy tetszőleges a valós számra: 
lm f(xiz 0. Ebből már következik, hogy a függvény irracioná- 
lis helyeken és a Ű helyen folytonos, hiszen ítt a függvényérték 
is Ü. 

Adjunk meg egy rögzített a helyet és egy tetszőleges ező 
számot. Ehhez az ez-0-hoz kell keresnünk olyan, alkalmas öz-0 
számot, hogy az a hely ő sugarú környezetében az a kivételével 
a függvényérték már mindenütt e-nál kisebb legyen (a függvény- 
érték mindenütt nemnegatív, így ha kisebb e-nál, akkor a 0-tól 
való eltérése 15 kisebb lesz -nál). 

Egy jó 6-t a következő módon kereshetünk: legyen ny az 


a legkisebb pozitív egész szám, amire igaz, hogy I ze Keressük 
ál" 


meg ezután az 1, 2, . . ., ny nevezőjű, ri alakú (p, g egész) racioná- 


lis számok közül az a-hoz legközelebb levőket, amik a-tól kü- 
lönböznek. A kapott véges sok szám közül jelöljük r-rel az a-hoz 
legközelebb esőt (ha kettő ilyen van, akkor ezek egyenlő távol- 
ságra vannak a-tól, az egyik legyen r). Az la—r[— ő választás 
megfelelő lesz, hiszen az (a— ő, a71- ő) intervallumban az a-tól 
különböző helyek vagy irracionálisak és itt a függvényérték 0 


vagy olyan íz alakú racionális számok, ahol a függvényérték 
és g7- Hy tehát ny választása miatt pssszt 
Úr 


IL, Egy ismert algebrai azonosság felhasználásával becsüljük 


hi 
meg Vx eltérését egy tetszőleges a—0 helyén vett függvényérték- 
től; 


[— al 
—— az 


428) IKKE 
(VEN (xy. .-4(Va) TT 





Vr — Va] - 
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 lx— al 
(ay! 


Adott ez-0-hoz ő—(Vajt7 le jó lesz; ez a (24) egyenlőtlenségből 
látható. 


, ha xz0. 


12. Alkalmazzuk a határérték definícióját egy 0--e-- [A] szám- 
ra és válasszunk egy ehhez jó ő-t. Így, ha xz a az a szám ő su- 
garú környezetében van, akkor 


4— ez f(x) Ae 
teljesül, amiből e választása miatt következik, hogy f(x-ő. 


13, Alkalmazzuk a 12. feladat eredményét és a sorozat és függ- 
vény határértékének kapcsolatára vonatkozó tételt. Válasszunk 
egy tetszőleges x,— a, x,-a sorozatot. Mivel lm fix 450, 


ezért f(x.) A és véges sok kivételtől eltekintve f(x) 6. Ekkor 


1 4 , ami azt jelenti, hogy hin —— 1 


fia A im TT TAT 





14. Először mutassuk meg, hogy ha minden x,—-d, X,7-a-ra 
az fix,) konvergens, akkor minden ilyen f(x, ) sorozatnak ugyan- 
az a határértéke. Indirekt módon, tegyük fel, hogy van két 
olyan x,-ra, x,-£g és x—a, x sa sorozat, hogy lim f(x, )— 4, 


lim f(x 4" És Ász A, Az XI. XI..X2. Xan sss 


HR" "tén 


Am Xs Mk m H ÖSSZB- 


Ft an 


fésüléssel" keletkező sorozat tagjai a-tól különbözők és a sorozat 
a-hoz tart. így az (xy, JE) fixd FOSh res FO ÉR se 


sorozatnak is könvergensnek kellene lennie, ami nem jehet, mert 


230 


két különböző határértékhez tartozó részsorozata van. Ellent- 
mondáshoz jutottunk, tehát az állítás igaz. 


Jelöljük az x,—a, x,za sorozatokhoz tartozó f(x.) konver- 
gens sorozatok közös határértékét A-val és mutassuk meg, hogy 
lim ffxj— A. Ezt ís indirekt úton igazoljuk. Tegyük fel, hogy 


nem igaz az állítás. Ez a határérték definíciója alapján azt jelenti, 
hogy van olyan 5-0 szám, amelyhez — ha tetszőleges őz-0-t 
adunk 15 meg — mindig található olyan x, hogy 0- 
z[xgval só és [fix —AlZe Az ilyen tulajdonságú e-hoz vá- 


lasszuk sorra ó-nak az - számokat (ne T). Így egy xp—x, 50- 


. Ko. b... . 
rozathoz jutunk, amelynek tagjaira 0] ala teljesül, ami 


azt jelenti, hogy x,—- a, x,: a fennáll. Az f(x,) sorozat mégsem 
tart A-hoz, hiszen minden m-re [ f(x,)— Ajzesr-0 áll fenn, így el- 
lentmondásra jutottunk, 


15.a! Emeljük ki a számlálóból is, meg a nevezőből is az x-4-1 
tényezőt, majd egyszerüsítsünk vele: 


xt3x42  x-42 


2 e 
(25) x331 x2oxtl" 


ha x--l. 


A (25) jobb oldalán álló függvény már folytonos a —1 helyen, 
így határértéke megegyezik a helyettesítési értékével, tehát: 


. xth3x-k2 1 
hm gat 7 a 
x-re] Ax 1 3 


b) Bővítsük először a törtet (Y2—x4I(VS-—x-2)-vel: 
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(26) P-xz2 ezet , ha xi:il. 
V2—x—1 V5—xt2 





A (26) egyenlőség jobb oldalán álló függvény folytonos az 1 
helyen, így határértéke megegyezik helyettesítési értékével; 


. VY5—x—2 
lim -—— 


1 
xi F2—x—i 2 


ci A határérték kiszámítása egyszerű, ha előbb elvégezzük a 
következő algebrai átalakításokat: 


k HE kiakx-r...bk ron nye... — mat 
1—a6 1—a? (1—xX1-kx-b... FX YE haet . , hal) 





. k(x— 194 A(x5—1)-k klet —11—nfx—11—mé—h— .. . — maxi 1) 


(1—xM14-xA b 14 xd . har) 


( nEn(xH1)k. . . emfxőet e, . .-419—k—k(xt1— ,..—kéxtet 4.41 
Ni (1-4x-.. . PAPI xk px) j 


ha x- 1. 


Az utoljára kapott függvény már folytonos az 1 helyen, így 
az eredeti függvény határértéke ; 


im e] - 
eagjthmxk 1—xeb 
— H(1-42-rt...4(k—1)—k(1- ...4-(n— 19) 


. k—n 
k:n gt 


d) Először tügonometrikus azonosságokat alkalmazunk a ki- 
fejezés átalakítására : 


438 


2 cos2Z—2 sin cos: 
cos x—smxtl 2 2 2 


cos x-bsin x— 1 


——a 
— 


né cost a? ginz 
2 sin 7 cos - Z Sin 5; 


faj ve 
—ctg-, ha Xn . 


5 
2 
resett határérték : 


sr 


A kapott ctg 5] 


függvény már folytonos a — helyen, így a ke- 


cos x— sin x--1 


a €0s x-t sin x—1 
ulté 


—ctg 771. 


16.a) A feladat megoldásakor a ezé 1, ha x--0 határértéket 
használhatjuk fel; 


sin kx 
, sinkx . kx k k 
lirmn — — Tim —— — : — . 
xan SIMANX ,.gsnnx n n 
Hx 





b) Először trigoncmetriai azonosságok alkalmazásával ala- 
kítsuk át a függvényt definiáló kifejezést : 





37 . 2tgx 1—tgx— 
tg 2x (ő x-z ées 1-ktgx 


2tgx IT 
EdEigxj ha Xg. 


Az átalakítással kapott kifejezés az helyen folytonos függvényt 


defirál, így : 
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lim t 2x:t x1— him ztgx ] 
ü ú j s ÜT t8 xy 2 
; . . —cosx 1 
ci A 23.a) gyakorló feladatból ismert lim 2 psgsggásál határ- 
x-b 
értékre vezethetjük vissza a feladatot: 
1— cos x? 
Him 1—Vcos x? — Tim xb xt 20 
aa 1—COSX mg 1—COSX 14Vco53ő 
xX 


d) Itt egyszerű algebrai átalakításokkal ís célhoz érhetünk: 
tm 2 sin? x-tsin x—I he 
om 2 sm x—3s5mxi1l 
ú 
(2 sin x—lXsin x4 1) 


7 Jim x sm x— ld(sin x—1) 
ME 


s —3. 





17. Az f(x) függvény a Ű hely kivételével azonos a konstans 1 
függvénnyel, így lm ffJ—!. A gefx) függvény tulajdonságait a 
x-tü 


10. feladatban vizsgáltuk és megállapítottuk, mindenütt 0 a 
határértéke, így lim gfx)z0 15 létezik. 
x-tŰ 


Az figix)) közvetett függvényre a következőt kapjuk : 


, ha x racionális, 
J(80))— 10 ha x irracionális. 


A lira f(e(x)) határérték nem létezik, mert ha egy 0-hoz tartó 
x-rű 


h 
racionális számokból álló sorozatot választonk( pl. az (a) 
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e mentén a függvényértékek sorozata 1-hez tart, míg egy 0-hoz 
tartó, irracionális számokból álló sorozat ( pl. a 6) men- 


tén a függvényértékek 0-hoz tartanak. Hasonló gondolatmenet- 
tel látható, hogy az f(e(x)) függvénynek sehol sincs határértéke. 


Példánk azt mutatja, hogy a közvetett függvénynek még akkor 
sem mindig van határértéke, ha mind a külső, mind a belső 
függvénynek létezik véges határértéke. 


13. Az állítást a sorozat és függvényhatárérték közötti kap- 
csolat felhasználásávaj igazolluk. Azt kell megmutatnunk, hogy 
tetszőlegés x,—a, x a sorozatra figix, 1- (b). A lim gíx 
feltételből következik, hogy gfx,1- b. Azt nem állíthatjuk, hogy 
glx,)zb, de erre nincs 15 szükségünk, mert ha geíx,J— b, akkor 
Aetx.h—A(b) és f folytonossága a b helyen tehát biztosítja, hogy 
az frgix,)) sorozat b-hez tart. (A 17. feladat azt mutatta, hogy ha 
f-ről csak annyit kötünk ki, hogy van határértéke a b helyen, 
akkor a problémát az okozza, hogy a gíx,)- b feltétel nem tel- 
jesül). 


19.a) AzfCo) függvény határértéke a 3- ce-ben — cs, ha tetsző- 
leges N számhoz van olyan e, hogy ha xz-én, akkor ffxyeN 
(91. ábra). 


b) Az f(x) függvény határértéke a —cs-ben -k es, ha tetszőle- 
ges P számhoz van olyan ev, hogy ha x-z, akkor f(x P (92. 
ábra). 

c) Az f(x) függvény jobb oldali határértéke az a helyen -- cs, 


ha tetszőleges PF számhoz van olyan 65-0, hogy ha 0—x—a- ő, 
akkor fixi- P (93. ábra). 


d) Az f(x) függvény jobb oldalt határértéke az a helyen — ee, 
ha tetszőleges N számhoz van olyan 6-0, hogy ha 0—x—a-c ő, 
akkor f(x) NN (94. ábra). 


e) Az f(x) függvény bal oldali határértéke az a helyen -- ee, ha 
tetszőleges P számhoz van olyan $--0, hogy ha 0--a— x-ző, 
akkor fix) P (95. ábra). 


lő Határértékszármitás z4i 


ege ú6 





egyé rő 


001 -A 


EXE "CG 


tIgy zŐ 








EIGE FŐ 


IGY "16 





243 


öt 
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f) Az fix) függvény bal oldali határértéke az a helyen — cs, ha 
tetszőleges N számhoz van olyan ő--0, hogy ha 0—-a— xs ő, 


akkor fix) N (96. ábra). 


Z20.a) Összük el a számlálót is és a nevezőt is x-tel: 


3x 2, 10 
im 300 2xHI0 im Xx Ki 
xs 5xtx—i1 (kak ea s.k.) " j 
XxX xé 


b) A számlálót is és a nevezőt is x9-nal osszuk: 


2 ll 2 
j; 2x"—xt2 j; 
li ——————— km T 
kergre  38—10 tt 10 


3.2 3 3 
tm 3x7— 2294 5x—3 im xX xx 
X-ER- tsz 2x3— xi ][2 (jos 2.4 12 — 
xt x3 
Z1. Legyen 
DPÁAx9— ag" tt apxt1i- ... T d: 
BÁN -Byt a boe á tb, 


ahol a -0 és bo 0. 


DÁX) 
E ima din ulti P (Xx) 





244 


apa xme kel... -4-E 





úg 


ri 


xs f-4ss, ha ajó 


xt és Hn5-k 


ha n-Kk, 


Az előző átalakításból a — cs-ben vett határértéket 15 kiolvas- 


hatjuk : 
ges, 


pkx) 4— es 
Xtra ELX) 


0, 


ha ajbozW nzk és n—k páros, 
vagy ajbo 0, n—k és n—k páratlan 
ha apboz 0, ns-k és n—k páratlan, 
vagy ajbozú0, n—k és n—k páros, 
ha n-k, 


ha ks-n. 


22. Azt keli igazolnunk, hogy tetszőleges x,—--k es sorozatra 
f(elx.))- fla) Mivel lim gíxsa, gíx )—a és ebből f folyto- 


h dala nök 
nossága riatt következik, hogy f(elx,))— f(a). 


23. Itt is a sorozat és függvény határértéke közötti kapcsolatot 
alkalmazzuk: A feltétel szerint tetszőleges x—a, Xyyég SOIO- 
zatra [f(x es. Ebből következik, hogy 


—, 





Le 

fel 6 

de ez csak úgy lehet, ha 
1 


Taj 
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15 igaz, tehát 


im ggg jo 


Z4.a) Á következő algebrai átalakításokkal érhetünk célhoz: 
lim (Vx23-x—1—Vx2—xk 11— 


x-re en 
. 2x— 2 
— lim ——7——— —— -— —— 
xape Fx2rx—1t Vx2— xi] 
2-2 
x 


— lim ———- - ———— ez]. 
kese 171 1 1 
14--——-k [/ 1—-4-— 
A XX XX 


b) Itt is az a) feladatban alkalmazott módszert célszerű kö- 
vetni: 





lira (V9x241—3x)— lirn —l a 
x-z x-et e/Ogx2414-3x 
c) Itt ts a konjugálítal célszerű osztani és szorozni: 
E, £ Eb 
lim (F2x24545xje lim kzt sástá zés áNN 
x— o x-— e V2x235—5x 
5 
— 23xtH— 
: x 
— hmm EZ Z — em, 
XY-t mm mr 3 
24——3 
x 


d) Közös nevezőre hozás után a 21. feladat eredményét alkal- 
mazhatjuk: 


im xi o xt oh Jin 2x9tá4áx" 2 
eat j2—d 3012) 5. 97162 12x—8 9" 
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97. ábra 





25.a) A függvény grafikonját a 97. ábrán rajzoltuk meg. 

Az 1 helytől jobbra a függvény az xt1 függvénnyel azonos, 
így jobb oldali határértéke megegyezik az x-t 1 függvény 1 hely- 
hez tartozó értékével: 

2 . 
1 Eszt NN ) 
xaire [7 


Az 1 helytől balra az ——— függvény a —x—i függvénnyel 


- — 
azonos, Így : 
x"—1 
lm —— — — 2. 
x1—g [571 
b) A függvény képét a 25) gyakorló feladatban rajzoltuk 
meg (35. ábra). A függvény a [0, 1) intervallumban a Vx függ- 
vénnyel azonos, így ha megmutatjuk, hogy a Vx függvény a 0 
helyen jobbról folytonos, akkor ebből következik : 


24 


lim Vx—Ixi xs 0. 


xx 0-Ü 


Adjunk meg egy ező számot, ehhez 6—e jó lesz, mert ha 
0sx-:s2, akkor Vx-ze nyilván teljesül, tehát a K.x függvény a 0 
helyen jobbról folytonos. A 0 bal oldali környezetében a 4Kx— [x] 
függvény a Kxt 1 függvénnyel azonos, így : 





lím Vx—[x]-1. 
x-7h- b 


c) Trigonometrikus azonosság alkalmazásával alakítsuk át az 
f(x)-et definiáló formulát: 


VFl—cos2zx V2sintx 
f(x EK 


x x 
lsinxi [XI 


Ex xx 


—-V2 








ü3. abra 


A xi függvényt a 98. ábrán ábrázoltuk. 


SIN Xx 


A lim — 1 határérték felhasználásával látható, hogy 
x-h 
líim f(xj-V2 
x-rÚ-ú 
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és 
lim f(xj— —F2. 


x-tÜ-—Ű 


sin x 
d) A Ig x— C0s.X 





azonosságot felhasználva látható be a defi- 
níció alapján, hogy 


lim tgx— ee 
xat-0 
ÉS i 
hm tgx—— os. 
ző 
26. Először tegyük fel, hogy lim ffxy— 4 és mutassuk meg, 
hogy ekkor f(x)-nek az a helyen ván jobb oldali és bal oldali 
határértéke és rmündkettő A. A feltétel azt jelenti, hogy tetsző- 
leges ez0-hoz van olyan ö5-0, hogy ha 0--[x— aj- ő, akkor 
L/(x)— 4l— e. Ebből viszont következik, hogy ha 
0 x—d-z ő, 


akkor 15 fennáll 
f00—4Al—e, 
és ha 
0--a— x-z ő, 
akkor as tejjesül 
[/(9— 4l-e. 


Eredményünk éppen azt jelenti, hogy 
27)  lim f(x 4 


x-a—Ű 

ÉS 

CB)  lim f(xjz A, 
x-grrü 
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Tegyük fel most, hogy a (27) és (28) egyenlőségek fennállnak. 
A. definíció szerint ez azt jelenti, hogy tetszőleges e--0-hoz van- 
nak olyan éj és 6.50 számok, hogy 


ha 0 x— a- Öj, akkor [f(xj—4Al-—e, 
ha pedig 0—a—x— 9., akkori f(oj— Al e. 


Jelölje ő a ő, és ő, számok közül a kisébbet; ekkor 
0-:[v— aj] ő esetén [/fo0d— Al-ce, ami azt jelénti, hogy 


lim /(x) — A. 


x-ta 


27, Az állítás egyszerűen következik a definiciókbói és a 26. 
feladat eredményéből. 


28. Indirekt úton fogjuk igazolni, hogy az állításban szereplő 
K szám létezik. Tegyük fel, hogy nincs ilyen K. Ez azt jelenti, 
hogy akármilyen K számot adunk is meg, ehhez van olyan 
xgé [a, b]. hogy fe) K. Válasszuk K-nak sorra a természetes 
számokat. Így minden n természetes számhoz találunk olyan 
x,€ a, bb-t, hogy f(x)-n. Az (x,) sorozat az [a, b] intervallum 
egyes pontjaiból áll, tehát korlátos, így az I. fejezet 52. feladatá- 


nak eredménye szerint van egy Éx,,) konvergens rTészsorozata ; 


legyen Jim x,  —xo. Mivel minden k-ra asx, Sb igaz, így az 
FT NNA 

xg határérték is benne van az fa, b] intervaliumban. Mivel f(x) 
folytonos fa, b]-ben, így xgban 15 (ha xyz a, akkor jobbról, ha 
xoz b, akkor balról) folytonos. Mivel x.— Xg Fr fűxo) 15 
fennáll, ellentétben azzal, hogy fÉx,.r- nm és Hp-r-t es. Ellent- 
mondásra jutottunk, tehát az állításban szereplő K szám létezik. 
Hasonlóan léhet igazolni k létezését 15. 


29. Az előző feladatban igazoltuk, hogy az f(x) függvény fa, bi 
intervallumban felvett értékeinek halmaza korlátos. Jelöljük M- 
mel ennek a halmaznak a felső határát, r-mel az alsó határat 
(1. T. fejezet 14. gyakorló feladat). Azt kell igazolni, hogy az [d, 5 
intervallumban van olyan x; és xa hely, ahol fixjam és 


Hx.)zM. 
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Tégyük fel az áliítással ellentétben, hogy minden [a, bl-beli 


x-re f(x) M, azaz 0— M—f(x). Ékkor az — ] 
M— f(x) 


folytonos [a, b]-ben, tehát korlátos is, azaz van olyan K szám, 
hogy 


(29) 0 





függvény 18 


Í 
— meze K. 
M—f(x) 
A (29) egyenlőtlenség átalakításával ezt kapjuk : 


1 
fix) M— gi, ha xe€l[a,bl. 


Eredményünk ellentmond annak, hogy M az [a, b]-beli Ax) 
értékek halmazának felső határa, tehát a feltevés helytelen volt. 

Hasonlóan igazolható, hogy a függvény m értékét is felveszi 
[a, 51-ben. 


Megjegyezzük, hogy a 28. feladat megoldásában alkalmazott 
módszer Itt 15 célravezet. 


309.a) Ismert határértékekre való visszavezétéssel és az e" függ- 
véryy folytonosságának felhasználásával érhetünk célhoz: 


tet tosix - s .In(T-kaz) 
, et - elé üt sin x x 
hm (1-4-xt) " -lime me. 


x—-tű x-tű 





hb! Az átalakítások során tngonometrikus azonosságokat is 
célszerű alkalmazni: 


CÖg ár 
cos 2x (ez xy 1) I 























$ : ar 
i cos x NE i OS ax 1 cas 2r ax! 
lim  ——-—] —lim esss 2 
xan 4 COSZX 2-0 - 
(in £0s a 
tag ze Í cos xil—cgs xi sin ax 
Cös xx. COSÜKi gt ta 3 
— lim ee95 2 — et 
a -ri 


c) 
úm Intígx — tm Intgx 
. 1—-€1ga ax t8x—! 
tg tg 





:tgxzl. 


d) 


—2 x-l 
xi p x-HI 


. x"—1 TTI - - —2 4-2 
m I —- — — l]im 1 -- —— 
E, Cs) X-nek ss ( Tsi 1) 


31.a) A 33. gyakorló feladat eredményét alkalmazzuk : 


lm ab im Jn 4—]n ben. 
x x 


x-Ű A x-TÜü 


—e9—1. 








b) Ebbén a feladatban összetettebb átalakításokkal jutunk 
célhoz, tudjuk visszavezetni a kiszámítandó határértéket ismert 
határértékekre : 














. g7—x a"—a" xx" ag 
lirn a ]lim e. — 
xmga X—Ű snak X78 x—-g 
a In — - 
xX—a a —1 in 
-lim 1a" —. ag? a : ——[-— 
— a X 


a Írt — —— 1 
da a 


— d" 1na—a" sa" (ílna— 14). 


ki ; I arbt , 
c) Érdemes észrevenm, hogy az f(x) az függvény 


értéke az 1 helyen: DSE, az a és b számok számtani kö- 


i 24 h2 
zepe; a 2 helyen: f(2)— V ki 





az a és b számok ún. négyzé- 
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2 
tes közepe; a —1 helyen: I-T Tg? az a és b számok 


a b 


harmonikus közepe. Érdemes még kiszámolni a függvény határ- 
értékét -k sc-ben és — sa-ben. Ha a számolást elvégezzük azt kap- 
juk, hogy — ce-ben a határérték az a és b közül a kisebbik, -- se- 
ben a nagyobbik. 

Térjünk át ezután feladatunk megoldására. Azt a módszert 
alkalmazzuk, hogy In /(x) határértékét számítjuk ki a 0 helyen, 
ebből — az Ín x és e" függvények folytonosságát felhasználva — 
f(x) határértékét 15 megkapjuk. 


ab 0 a"rb 








—i 





, . 2 2 
Him In feg— im megpeTgT 
1 
4 
nm ÉT 
— im — 2. Tim L6 EZ £, 2-1 
ha atb A E x oh 
mg! 


— (in a--In b)— In Vab: 
Így líim f(x) —Vab, azaz a és b mértani közepe. 
x—Ű 


32. Legyen f(x) az (d, tk ee) intervallurnban monoton növő 
függvény és tegyük fel, hogy f(x) felülről korlátos (a, 4 6-1-ben. 
Ez azt jelenti, hogy az (a, 4 ce) imtervallurnban felvett függvény- 
értékek halmaza felülről korlátos. Jelöhük ennek a halmaznak 
a felső határát, azaz a legkisebb felső korlátját A-val. Igazoljuk, 
hogy lm fixj— 4 (99. ábra). 

x-et -K en 

Adjunk meg egy £7-0-t. Áz 4—e szám már nem felső korlátja 

Fxj-nek (a, -4re)-ben, így van olyan wmeí(a, -koc), amelyre 
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99, ábra 


A— ez-e fo). Az f(x) függvény monoton növését kihasználva azt 
kapjuk, hogy minden x:-cs-ra 4—e- fin efixye A, azaz 


[769— Aj ce. 


Ha f(x) felülről nem korlátos (a, - se)-ben, akkor tetszőleges 
P számhoz van olyan we(a, -4 se), hogy ffo)z P, de fix) monc- 
ton növése miatt ekkor minden xz-w-ra f(x) P is igaz, tehát 

lim fixjz tsa, 


x-t-Fss 


33. Tegyük fel, hogy fc) folytonos [g,b]-ben és például 
f(a)- fb) és legyen c egy (a) és f(b) közti szám. Azt kell igazol- 
nunk, hogy az [a, b) intervallumban van olyan x, ahol f(xy— c 
(100. ábra). A feltevés szerint f(a)se-zf(b). Felezzük meg az 
[a, B) intervallumot és legyen [ar, bj] az a félintervallum, ame- 
lyikre igaz az fradscs/(bi) egyenlőtlenség. Az [d, bi] imter- 
vallumot ismét felezzük meg és hasonló módon válasszuk meg az 
[a., bo) intervallumot. Az eljárást minden határon túl folytatva, 
egy [a,, b, egymásba skatulyázott zárt intervallumsorozatot ka- 
punk, amelynek a közös része egyetlen x pont, hiszen az [a., 6.] 
intervallurn hossza 


b—a 


77 —ű, ha H— cs, 
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100. ábra 





Ebből az is következik, hogy a — x és b, x, az f folytonossága 
miatt — mivel x € (ay 59— [a, b], — így fa, )--f(x) és Ab. )-- f(x) 
is fennáll. Ugyanakkor a konstrukció miatt f(a jecsf(b,), így 


lim fa )-fedscsf(x)— lm f(b,), 


Tt ém 


ami csak úgy állhat fenn, ha A(x)— c. 


. 34. Az e" függvény a (—es, 4 so) intervallumban szigorúan 
monoton növő, így a — se-ben is és a H ee-ben is van véges vagy 
végtelen határértéke. A határérték megállapításához elég egy 
speciális - ss-hez, ill. — co-hez tartó sorozatot venni és az e meri- 
tén felvett függvényértékek sorozatát vizsgálni. Az nm, ill. —n 
sorozat -- soe]hez, 11]. — -c-hez tart és 

lm £et— -4- es, 


 Endác kölni 

. 14" 
hm e-"— hm [1-i —0, 
dzs nök m-t pen € 


így 
litn £7— 3- on 
xXtFe 

ÉS 
um e€7—Ü. 


X-t— ma 


Fák 


Hasonló eszközökkel igazolható a másik két állítás 15. 





35. Az függvény tulajdonságainak megállapításához a 


1 
1t-e 
lel Fr F fal Ld l LE 7 juli Laj Fr 
34. feladatban igazolt határertékre és az z függvény vizsgálatára 


van szükségünk. A. definíciók alapján közvetlenül látható, hogy 


lm 120, 


XS 


. 1 
um —7 — os, 
xr0—0 A 


. 1 
lm —-— 4 es, 
x—0r0t 


im 1-0. 


F özedin nil A 


Ezek felhasználásával a következőket kapjuk : 





lim — 1 
x7k e nm 1 27 
1-He" 
lira A 1, 
xrM—ű Hi 

lte 

. Li 
lm -————úí, 
x-0-tü ú! 

14 e" 

. z 1 
him —— , 
XA J 2 

14te 


A függvény vázlatos képét a 101. ábrán rajzoltuk meg. 


250 





101. ábra 


36. Mivel lim a, —az-0, ezért véges sak kivételtől eltekintve 


Ht ön 


a,z0; ezekre az app—mer"" egyenlőség igaz. A logaritmus: 
függvény folytonossága miatt lim b, In a,— b In a, az exponen- 


t-t ma 


ciális függvény folytonossága miatt pedig: 


lirn aan — him en inan a elna ér 


HT r-t en 


kh 
37.a) A 33. gyakorló feladatban igazoltuk, hogy lim a 7] 
Ax 


xaü 
. 1 
— In a. Mivel ab, ha n— ce, a függvény és sorozat határértéke 


közötti kapcsolat alapján: 
1 
l rill 
lm nía" — 1)- lim —- In a. 


H-t sz (7 el" 


—— 


ij 


b! Itt az a) feladat megoldásához hasonlóan a 3lc! feladat 
eredményét használjuk fel. Ott igazoltuk, hogy 


1 
im( S tb ) — Vab. 
x-rű 2 


I 7 Határértekszámités éle ir] 





A (27) összefüggés szermi 
k 
lm b. 7 vajda. dr 


Mivel 2-0, ha H— es, 





1 
Ho i 12 5 
im ( Vag Fb j- im ő -k 7) je vagyis a keresett határérték az a), . . ., a, pozitiv számok mértani 
nnak 2 7 a. 2 Tt közepe. 
; dj Eióször 15 azt kell észrevenni, hogy nuvel tetszőleges x-re 
c) A határérték kiszámításához a 31.c) feladatban alkalma- x e üle ; 
zort módszert követjük. Legyen migdltó ha n-- es, ezért elég nagy n-re már 14770, tehát a keresett 
Mt m határértéknek ván értelme. A 35. gyakorló feladat eredményét 
hb — CL t trazt..-T 5) é telhasználva : 
H k x , 
m(i tk - 
Fi 
és határozzuk meg az In b, sorozat határértékét. A 36. feladat lirm (1 A) — Tir kr X-X, 
eredményének alkalmazásával ebből már b, határértékét köny- 1-4 én n H-t es x 
egkapjuk, hiszen: ; h 
nye meg ar] im nb tehát: 
(27)  lim b - lim e799—e7S  , li (12 e 
rt na mt et en H-t an n 
H LR 4 
im 1n b, Him n la Fa Vezt b Nek 38. Indirekt úton igazoljuk az állítást. Tegyük fel, hogy f(x) 
Hét én 1 es k nerm korlátos fg, -k sej-ben. Ha Ff.x) felülről nem korlátos, akkor 
. n n minden "A térmészetes számhoz van olyan x €fag, 1 ceg, hogy 
vartyazt... 4 Fő, fix En Az x, pontsorozat vagy korlátos — és ekkor van égy 
i in ok NN Va - I Va—1 Va— 1 konvergens, X.. "Xg részsorozata, ahol xy E[a, ee), vagy nem 
z hm TEGTENNNENYEENNNNNNNNNNNNNNNENENaŰŰ ii tejre SSL TEN 7 korlátos — és ekkor van egy x,,— tes részsorozata. Az első 
Te vart dat ...tFa,—k 7 z 7 esetben f-nek xybeli folytonossága miatt f(x, fÉro), a mÁSO- 
TT dik esetben 
! S f(x) lim f(2 
—p (ln aytlnazr . . . 4 In a,)— in Vajda. . .dk, X-r s 
: szintén véges értékhez, ez pedig ellentmond annak, hogy fix) 
l k 
muve :-n minden k-ra. Hasonló módon lehet ellentmondáshoz jutni 
Va 4 Va; azzal a feltevéssel, hogy f(x) alulról nem korlátos [a, T 50)-ben. 
In4—— -K Z Az állítás dírekt úton, a határérték definiciója alapján is iga- 
e] zolhatóá. 
HM NH — 39. L MEN 2k--I 2k (Mm és iga. 
Faj4...-t Vak 9. Legyen pix)- ay tagja Fe (397 Ú) és 1ga 
H k zöljuk először a következőt: 
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Bese, ha agz 0, 


lim $(x)j— 
. —sa, ha as-Ű, 
lim pixisz a 
4-— em teo, ha agzÓ. 


Legyen először ap és p(c-et alakítsuk át a következőképpen: 
di a 
(28) pij zxikt] [do zt (.. sat) . 


A p(x) polinom (28) alatti felbontásában a második tényező ha- 
tárértéke — -c-ben 15 meg -k es-ben is do, Így : 
hm pedsag lm xöti— 4 en 
E ágas ulni xame 
ÉS 
Hm p(íx—ag lim xöőti— — va, 
Hasonlóan járhatunk el az ay—0 esetben 18. 

Az elmondottakból következik, hogy ki tudunk jelölni égy 
olyan zárt [a, b] intervallumot, hogy a két végpontban a p(íx) 
függvény értéke ellenkező előjelű. A p(x), mivel polinom, foly- 
tonos a (— cs, -k ee) intervallumban, így az [a, 5] imtervallum- 
ban is. A 0 érték a pí(a) és píb) értékek között van, így Bolzano 
tétele szerint van az (a, b)-ben olyan hely, ahol mxy— 0. 


40. Legyen például ffx) monoton növő fa, b]-ben és tegyik fel 
az állítássa! ellentétben, hogy van olyan xp Ela, 5), hogy xp-ban 
f nem folytonos, Mivel f monoton növő [a, bI-ben, léteznek a 


im f(íxjz 4, 
x-xúzű 

lm fj-B 
x—-xatÜ 


határértékek. Mivel fnern folytonos xg-rban, f(x) 4 ésf(xy- B 
közül legfeljebb egyik állhat fenn. Feltehetjük, hogy f(x A 
teljesül, akkor nyilván csak 4A-—ffxo) állhat fenn (102. ábra). 
Ha most x— xy akkor FAJ f(x) a monoton növés miatt, ha 
x-z xy akkor fix S 4, mert A az xytól balra felvett függvény- 
értékek felső határa. Így az (A, f€xo)) nyilt intervalhumból nem 
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1ü2. ábra 





vesz fel a függvény értékeket; ellentmondásra jutottunk azzal a 
feltevéssel, hogy fc) minden f(d) és A(b) közötti értéket felvesz. 
Hasonlóan lehet igazolni, hogy f(x a-ban jobbról és 5-ben bal- 
ról folytonos. 
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III.A DIFFERENCIÁLHÁNYADOS 
MINT SPECIÁLIS HATÁRÉRTÉK 
ÉS ALKALMAZÁSA 
HATÁRÉRTÉK-FELADÁTOK 
MEGOLDÁSÁRA 


E. A differenciálhányados fogalma, aikalmazása 
határérték-feladatok megoldására 


Már a II. fejezet 2. pontjában, a függvény határértéke fogalmá- 
nak bevezetésekor láttuk, hogy a határérték alkalmazásaiban az 
olyan típusú feladatok játszanak föntos szerepet, anol égy adott 
f(x) függvényre és egy adott a helyre a 


im /69-/10 
xan X7d 
határértéket kell meghatározni. 
Ha egy f(x) függvényre egy rögzíterr a helyen a 
im [02-20 
x—a 


x-tA 


A 


véres határérték létezik, akkor azt rnondjuk, hogy az f(x) függ- 
vény az a helyen differenciálható és itt a differenciálhanvadosa 
f(ay— A. 

A definició alapján a iI. fejezet 2. pontjában mondottakat 
figyelembe véve, ha például f(x) egy mozgás út—idő függvénye, 
akkor egy a pontban a mozgás sebességét / (a) adja meg. Ha g(x! 
egy vezetéken az x idő alatt átfolyt töltésmennyiséget jelenti. 
akkor g (a) jelenti az a időpontban az áramerüsséget. A diflercn- 
ciálhányados szemléletes geometriai jelentése a következő: ha ar 
f(x) függvény differenciálható az a helyen, akkor húzható az 
yz f(x) görbe (a, (a) pontjához érintő és az érintő iránytan- 
gense Ffa) (103. ábra). Ennek megfelelően, a görbe (a, (an 
pontjához huzott érintő egvenlete; y—ffakx—ajt fa) íl. II. 
fejezet 2. pontjaik. 
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163. ábra 





Gyakorló feladat 


1. A definició alapján igazoljuk, hogy a kövétkező függvények tétszölegés 
a hélyen differénciálhatók és számítsuk ki a diérenciálhányadost Is : 


al x" í(nzi egészh; 
b] sinx: 

c) c0s ax; 

dh e. 


Megoldás : 


a) A IT. fejezet 19.ci gyakorló féeladatában igazoltuk, hogy telszőleges 
valós a szármra : 
Xg" 


—nai-l, 





ln 
E mini z j 


tehát az xv" függvény différénciálhányadosa tetszöléges a helyen létezik és 
értéke nat]. 


hi Legyen a egy tétszöleges valós szám, a 


. §nx—-smne 
lirmn ———— 
k-tét x—d 
határériéket kell kiszármitanunk. Ezt trigonometrikus átalakítások alkalma- 
zásával srnert határértékfeladatokra vezethetjük vissza: 


snx—-sina —  síin[1—a—gh-sin a 
Cser hin ———  — ek 


r— 


im 
rág x-g x—g X—-gd 


r-- 
TEN 
Dag 


, einíiíx—ga)  . co05(x—aj-] 
sz lim § casa — 6 — £sin a ——— —— [-—cos a. 
r—-d X— ű 


Kt ET 


€/ Hasonló eszközökkel számítjuk ki a 


ZÖS X—C0S a 











lm 
xz-g lmi si 
határértéket : 
COS x—-C0S d , cos(x—ataj— cos a 
lirnn ——————— — hirn —--—  -— — — 
xag x—g keré xXx—d 
: co0s(x—g]j—l . sin 1x— a) 
— lirn É cös a ————— —— — sin ag — —siN e. 


. di Az exponenciális függyény tulajdonságainak felhasználásával itt ís 
isrmért határérték kiszámítására vezethetjük vissza a feladatot ; 


Csül [3 : n€ "—I] 
sz ]lime 


Xi 


KN : 
lum 
sza XA 








Ha egy /() függvény egy Intervallum minden pontjában dif- 
ferenciálható, akkor F (x-szel jelöljük és f(x) derivált fűiggvényé- 
nek nevezzük azt a függvényt, amelynek értéke az intervallum 
minden a helyén f(x) differenciálhányadosával, f (a)-val egyenlő. 

Az 1. gyakorió feladat eredményét tehát így 15 fogalmazhatjuk : 
az x", sin x, cos x, e" függvények a (— es, kes) intervallumban 
differenciálhatók és 


(xy s nxr-), 

(sin x) cos .x, 

(cos xy) —— sin x, 

(ey — er, 
Az f(x)— c függvény, ahol c tetszóleges valós szám, szmtén dif- 
ferenciálható ( — ss, -k cs)-ben és a derivált függvény azonosan Ü, 
huszen 


£—C 
lirn ——-—ű, 
x—-g 


Xtra 


tetszőleges a-ra, 
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Gyakorló feladat 


2. Mutassuk meg, hogy a differenciálhatóság erősebb követelmény, mint 
a folytonosság ; azaz, ha f(x) diferénciálható az a helyén, akkor fölytonos 
is az a helyen. 


Megoldás : 
A feltevés szerint : 
.  f(xd— fla) 
im ——— — —f (a). 
E röttotll d) XT 
A határérték definíciója szeririt ekkor 
ete 1—7(a) 
f1ap—1 2 ——rzftat], 
ha 1— al é. Ebből következik, hogy 
f(xr—fta) fi 
x—d 








(ahol K egy, az x-től független számd, ha lx— af ző, azaz 


LA(x)— (al Klx—al— e, 


E hd 
ha ix— ales is teljesül. Ez éppen azt jelenti, hogy 


hir f(x (e), 


x-tű 


vagyis /(x) folytonos az a helyen. 


Bonyolultabb kifejezésekkel megadott függvények differen- 
ciálhatóságának vizsgálatát és a deriváltfüggvény meghatározá- 
sát egyszerűbbekre vezethetjük vissza, ha megvizsgáljuk a függ- 
vények közötti műveletek és a differenciálhányados kiszámítása 
közötti kapcsolatot. 


Gyakorló feladatok 
3. Igazoljuk, hogy ha (x) e és gl) az a helyen differenciálható függvények, 


akkor összegük, szorzatuk és —— ha ela) 0, akkor — f és g hányadosa Is 
diőerenciálható az a helyen és 
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(1). (Ae c, —f(a)j—gta). 
(2) (Ae —F (algfa) - (a) (a). 


FENY (asta —f(aje(a) 
(31 - 
six) 








a 


Megoldás: 


Közvetlénül a differenciálhányados definícióját alkalmazva érhetünk céi- 
noz. Az (1) formula igazolására a következő határértéket kell kiszámítanunk 


hi Fix el) — [Ala ei 
LT ——  ———-— e. — 
xag x- d 
. f(x) — Aa 
m ———  x 


zi ÍrTi 260— 2) 


li 
Y—t 7 X— HAH rra 4£—d 


zfartg lak 


Közben természetesen felhasználtuk. hogy az / és g függvények az a helyen 
diferenciálhatók. 

A (2 formula igazolása hasonló módszerrel rmnegy : itt felhasználjuk azt Is. 
hogy a differenciálható függvény Folytonos : 


fi főoodg(o) —fimela 
irm ESSZÉ L LT e 


x-g x—a 
— ti FO) A algta TA (aal — femela) 
Agg XA j 

Z(x)—- fa) 
n — 


X— e 


hm efx)tőla) lim 


man 7 x-ra KT I 


zftajelatAtajg (a). 


A (3) összetüggést, a hányados differenciálási szabályát is ezzel a módszer: 
rel igazolhatjuk : 


feN Ae fogla —fialgta) 1 f(ajgla) — fajjal) 


. gi) gím . x-g 
lm ——— a lim -—-- z 
xX-rg x—d Xg glxy Eta) 
.  f(x1—f(a) .  glrh— gt 
lirm ff ———————— — hrn — 
só ga a f (a) lm za f(delad-ftagta) 
e(a) hm etx) ra) 


ata 
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4. Igazoljuk, hogy f(x) akkor és csak akkor differenciálható az a helyén. 
ha az a egy környezetében előállítható 


(4) /00—Ma tt A(x— a) telx a — a) 


alakban, ahol lím eldysÜés az A rögzített szám. Bizonyítsuk be, hogy ekkor 
x--d 

Aszf(a). A (4 előállítás azt mutatja, hogy f(x) az a egy környezetében jól 

közelíthető az fa) A(x— e) lineáris függvénnyel, mert a (4) egyenlőség 

jobb oldalának harmadik tagja még (x— ad-val osztva ís 0-hoz tart, ha x 

tart a-hoz. 


Megoldás. 


Tegyük felelőször, hogy f(x) differenciálható az a helyén és mutassuk még, 
hogy előállítható a (4) alatti alakban. A feltétel azt jelenti, hogy a 


.  f€x)—-flap . 
lirri -—————— —F Ha) 
x-g x-ű 
véges határérték létezik. Ezt a következő formában 15 irhatjuk : 
- f(xh— fa 
(5) HAT rre) — ex, 
x—d 


ahol líim eív)j 0. Az (5) egyenlőségből, átréndezéssel, a következőt kapjuk . 
Xn 


fodzfiagj-tf(alx—a)t-elxx— a), 


ahol lim eí(x)— 0, tehát az" (a)— A helyettesítéssel éppen a fd alatti előálli- 
6. seil "j 
táshoz jűtöltünk. 
Megfordítva, tegyük fel, hogy /fov) előállítható (4) alakban. Ebből — meg- 
felelő átrendezéssel — az 


II-ÁB  e0), xÉg, 
x—d 
alakhoz jutunk, ahonnan (felhasználva, hogy im efx)—b] 
dáma 
im 09-09 
xag €7H 


adódik. Azt kaptuk tehát, hogy fú) differenciálható az a helyen és Az/ (a). 


5. Igazoljuk a 4. gyakorló feladat felhasználásával a közvetett függvény 
differenciálhatóságáról szóló következő állítást: ha f(x) differenciálható az 
a helyen és ef) differenciálható az (a) helyen, akkor Air) zet ff) is ditfe- 
renciálható az a helyen és 


mag ftzt Fra). 
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Megoldás : 


A dilferenciálhatóságnak a 4. gyakorlatban kapott ekvivalens átfogalma- 
zását használjuk fel a bizonyításban. Írjuk fel énnek alapján az fes g függ- 
vények differenciálhatóságát : 


(64 /00—Ma)j—ftakx—ajte [xx ük 
(7) gín—glítaj ze €(atu— fat e titi — (a), 


ahol lím ej(x)— és im ex(w—. A (6) és (7) összefüggések felhasználá- 
X"-td u— fia) 

sával és alkalmas csoportosításban a h függvény megváltozását, azaz a 

Hire) — Ae) különbséget a következő alakban írhatjuk fel : 


H(x)— kiaz etfeh— et flan—e (fiad (akx— ar 
FI (ae td FA AE tetel L/000(x— a). 

[tt en) legyen az e (u)-nak az a kiterjesztése, amelyet úgy értelmezünk, 
hogy e )— ez), ha wéf(a) és e.(7(m- 0. Erre azért van szükség, mert 
f(x)—fia) még fennállhat akkor Is, ha x7 a. 

Az állitás igazolásához azt kell már csak megmutatnunk, hogy 


lim [e (A (ahe tat (me Ot ejha [/doAH hó, 
xX-t 
ez pedig az € és e, függvények tulajdonságai miatt nyilván fennáll. 

6. Az eddigi eredmények felhasználásával igazoljuk, hogy a íg x, tg x, 
a" (a- 0) függyények az értelmezési tartornányukban mindenütt difleren- 
ciálhatók. 

Megoldás: 


sin e 
A tg x függvényről a íg x— 
CÖS 





előállítás alapján a hányados difleren- 
fé aj 
ciálási szabályának felhasználásával látható, hogy 


L 


tg A — a hal 
ZOaTx 





A ctg x függvényre hasonló módon adódik a 
l 
siné x 
xIna 


cíig x— — 





összefüegés. Az a" —e előállítás alapján a szorzat és a közvétett fúgg- 
vériy differenciálási szabályával kapjuk, hogy 


(gy —g" ln a. 
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7. igazoljuk az inverz függvény differenciálási szabályát: tégyük fel, hogy 

f szigorúan monoton növő és folytonos az a hely egy környezetében és az a 

helyen differenciálható, továbbá (a) 0. Ekkor a II. féejézet 34. gyakorló 

feladatában bizonyítottak szerint létezik 7-nek e inverze az fia) hely egy 

környézétében (éz is szigorúan moónotör növő és folytonos). Mutassuk mez. 
hogy p differenciálható az /(a) helyen és 

1 
, d a , 
purta Fa 


Megöldes: 


Vezessük be az Für)—v, azaz gívh— u jelölést és a definició alapján szá- 
moljuk ki a p függvény differenciálhányadosát az f(a) helyen: 


Pete im — 





tm ir --—. 
varta] F-D og ff —éta) fa) 


di 


Az és p folytonosságát és szigortt monotonítását is felhasználtuk. 
Ha bevezetjük az/ (aj b jelölést, akkor eredmeényünket a következő for- 
mában is megadhatjuk : 


l 
(8) p (5) 5-——— . 
f égib) 

8. A 6. gyakorló feladat alapján igazoljuk, hogy Ín x, arc tg x, arc cig ax 
szértelmezési tartományban mindenütt differenciálhatók, arc sin x, arc 05 x 
a(—k, DU nyilt intervallumban difflerenciálhatók. Adiuk meg a derivált függ- 
vényeket is. 


Megoldás: 


Az inverz függvény dilerenciálhatóságának feltételei mindegyik esetben 
teljesülnek, így csak a (83) összefüggés és a megfelelő azonosságok alkaiima- 
zásával ki kell számítanunk a derrvált függvényeket : 


l I 


ir" x————- , 
A 
en 
ha ] 1 1 
arctg xs —-————— . — 
1 tet (aretgajti 1-4 
cost (arc tg x) 
; i 1 j 
arccig mh ———— oo 2. mom, 
l letet (arc ctg x) 14 axt 


sin (arc etg x) 
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i l ki l 


arc sin xx 


—r—r— 





costarcsin xi Vi-sinítarcsina) Fi— a 


It a :t r - r am - r vi F " 
T mivel "58 arc sin x€7 és Itt a cos xzzÜ, ezért a gyök pozitiv értékét kell 


adr 
h 
h 


venni) , 
l 1 l 


are cos TE mr e A-T tm — TT ; 
sin (arc cos x) FV 3 — cost (arc cos x) F1—x 


(az előzőhöz hasonlóan látnató, hogy itt ís a nevezőben a gyök pozHív]. 


9. Számítsuk ki a következő függvények derivált függvényét : 


al xx"; 

b] x" ; 

c) Ilngin x. 
Megoldás : 


a) Írjuk fel az x" függvényt es" " alakban. Innen a szorzat és a közvetett 
függvény differenciálási szabályának felhasználásával adódik, hogy a függ- 
vény az értelmezési tartornányában (x-- Ú) mindenütt differenciálható és 


(xy zer (lnx-t1). 


b) Az a) feladathoz hasonlóan írjuk fel az a" függvényt es 9 3g]lakban. 


Az a) eredményének alkalmazásával adódik, hogy x--0-ra a függvény diüe- 
renciálható és 


Tr xz ] 
(xx y—ax vat fős x) , 


c) A függvény azokon a helyeken van értelmezve, ahol sin xz0ü, azaz 
2kr-ex-zí2k hm, ahol k tetszőleges egész szám. Az értelmézési tarto- 
mányában mindenütt diflerenciálható és deriváltja : 


iln sin xy —etg x. 


10. A differenciálhányados definíciójának és a differenciálási szabályok 
segítségével számítsuk ki a következő határértékeket : 
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hi 


s. sinxjr—a 
a, hm  — , 2kr-saszt2k—lig. 4 egész; 





x Le 
. . — a? 
b) hm Go, g-t: 
L7 Xg 
ts o Him ,. azü.  SÁÜ 
xag x$..gő 
segaldás : 


ogy logarítmusfüggvény folytonosságának felhasználásával elég megha- 
lározni a függvény logaritmusának határértékét ; ha sin e5-0, akkor — ha x 
elég közel van a-hoz — sin x--ű is áll: 


t 
sinxiz7ct —  Ínsinx—hrtsin a 
- zs Hm ——— —— 
ST ez k-eg X— út 





lm In 
6 siszunll it) 





—ctg a, 


felhasználva a 3.c/ gyakorlat érédményét. Ennek alapján : 





Ha sin a-ü, akkor — x-et elég közel véve a-hoz —— sin x--ű is teljesül ; 
ekkor a következő átalakítást használjuk : 


] 

. sine kieg —gsin x tr 
úm In  — — hm In - — 
x-g SI d x-rg —smn a 


ln €—sin x)— Win (— sin e) 








md] 





-€tE a. 


j b) Egyszerű átalakítással elérhetjük, hogy két különbeségi hányados kü- 
lönbségének határértékét kell kiszámítanunk : 


i ax at i xx gő i a7 a 
f3) hr ———— — lm ——— —-- lim 
.— d 
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A (Gyegyenlőség jobb oldalának első tagja a 8. b) gyakorló feladat alapján 


adódik, a második tag pedig az a" függvény a helyen vétt differenciálhá- 
nyadosa : 


a [j F--i a 
(a ha. —(e" a" Im they 7dő e int a. 


A. keresett határérték tehár: 


xx -am l l 

a TT A 

lm —————e" a! ln gr -ln a—Inta ha HI nad -[f. 
xag X7d . a a 


c) Ht(x— a)-val osztva a számlálót és a nevezőt, két különbségi hányados 
hányadosává alakíthatjuk a függvényt; 


eg 





6-8 7 x—a 
him — hm 


xXHtr af e gb X7—brI B at 











xegr 
Az x" függvény differenciálhányadosát kell csak kiszámHanunk : 
LV sz (ein ny — 7 [HA ell et I 
x 


A. kéreésett határérték tehát a következő : 








tm — —-dgf 840 


1 


A jobb- és baloldali határérték és a folytonosság mintájára cél- 
szerű definiálni a jobb- és baloidali differenciálhatóságot: egy 
fe) függvényről akkor mondjuk, hogy az a helyen jobbról (bal- 
ról) differenciálható, ha az a hely egy jobb oldali (bal oldali) kör- 
nyezetében értelmezve van és az 


f(9—J(a) 

Xx—d 
különbségi hányadosnak létezik jobboldai ( baloldati ) véges ha 
tárértéke az a helyen, A határértéket, ha létezik, az f(x) függvény 


a helyen vett jobb oldali (bal oldali differenciálhányadosának 
nevezzük és / (aj-val (f (a-val) jelöljük. 
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Egy A(x) függvényről akkor mondjuk, hogy az a helyen vég- 
telen a differenciálhányadosa, ha az a helyhez tartozó különbségi 
hányados -k- ca-hez vagy — ce-hez tart, ha x tart d-hoz. 

Feladatok 


1. Vizsgáljuk meg, hogy az 


Hb ha x-70 
xx) o. ha xzzŐ 


definícióval megadott függvény hol differenciálható. 


2, [gazoljuk, hogy az 


0, ha x irracionális 
függvény a 0 helyen differenciálható. 


a 2. 
xt, ha x racionális, 
Í d I 


3. Lehet-e két, nem differenciálható függvény ÖSSZEgEé, SZOI- 
zata differenciálható? 


4. Adjuk meg azokat a helyeket, ahol a VL—cost ax függ- 
vény differenciálható. [gazoljuk, hogy ahol a függvény nem dif- 
ferenciálható, ott léteznek a jobboldali és baloldali differenciál- 
hányadosok. 


5. Állapítsuk meg, hogy a következő függvények hol differen- 
ciálhatók és határozzuk meg a derivált függvényeket: 


al) (sinxyöőö; 


: 14x 
b] arc BT 


ci Ver KetVx; 


d) 1m(lníln xy; 
c) Ih(xtY14x5. 
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aram 


ó. A dilferenciálhányados definiciójának felhasználásával szá- 
mitsuk ki a következő határértékeket: 











sin mx? 

a im — , Ü; 
/ x-a[ SID TEX Bsz 
PO) 

bi lm — ; 
7 xi x—- 2 
i tex etel x— d) 
cs lm (E) ; 
s öleeae 8 íg a 
.  Ssiníi—x 
d! hm A 2 


7. Vizsgáljuk meg, hogy a következő függvényeknek hol van 
(esetleg féloldali) végtelen differenciálhányadosa : 


a! arcsinx; 


b) arccosx; 





JG ERNE 
e) Vx; 
d) V1—x3; 
e) FIX. 


2. A derivált függvény alkalmazása a monotonitás 
vizsgálatára 


Már a II. fejezetben láttuk, hogy monoton függvények határ- 
értékét elég könnyü meghatározni, hiszen ha például az f(x) 
függvény egy íg, -F so) alakú intervallumban monoton, akkor a 
-- saebén tudjuk, hogy létezik véges vagy végtelen határértéke. 
Elég tehát egy speciális, -- e-hez tartó sorozat mentén megvIizs- 
gálni a függvényértékek sorozatának határértékét. Az elmon- 
dottak alapján a határértékfeladatok megoldása szempontjából 
is fontos, hogy a differenciálhányados segítségével olyan, vI- 
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szonylag egyszerű kritériumot tudjunk megadni, aminek alapján 
differenciálható függvények monotonttási viselkedését eldönt- 
hetjük. 

Ha az fox) függyény az (a, b) intervallumban monoton növő 
(fogyó) és differenciálható, akkor minden xéla, b)-re fixjsü 
(0920). 


Gyakoriú feladat 


11. Igazoliuk az előző állítást, 


Megoldás; 


A bizonyítás közvetlenül adódik a monotonitás és a dilferenciálhányados 
definiciójából. Tegyük fel, hogy f(x) monoton növő (a, 5)-ben és xy£ (a, bh. 
Azt kell mégmutatnunk, hogy F (xy 50. 

Vizsgáljuk az xp hely (a, 64-be tartozó környezetében az xyhoz tartozó 


4— Ag 


(10 


különbségi hányadost. A függvény monoton növése miatt, ha x—xa, akkor 
féxyzfixg), tehát ha (10)-ben a nevező pozitiv, akkor a számláló nemnegatív, 
így a hányados nemnegatív. Ha x—xg akkor feje fixo), tehát ha a (15) 
tört nevézője négatív, akkor a számláló némpoözitív, téhát a tört nemnegatív. 
Mivel nemnegatív függvény határértéke nernnegatív, így : 


lirn 161 -xg zfűxz0. 
X-re Xg RA X 





Hasonlóan igazolható a monoton fogyó függvényre vonatkozó állítás. 


Áz alkalmazások szempontjából számunkra az élőzőleg meg- 
fogalmazott és a 11. gyakorló feladatban igazolt állítás megfor- 
dítása lesz fontos. Ehhez még néhány segédeszközre lesz szüksé- 
günk, ezeket fogjuk a következő gyakorló feladatokban meg- 
adni. 


Gyakorló feladatok 


12. A II. fejezet 25. feladatában igazolt Welérstrass-tétel felhasználásávat 
igazoljuk a következő, Rolle-tétel néven ismert állítást: ha Ffxc) folytonos 
[a, b]-ben, differenciálható (a, 5)-ben és f(ajsfíi5jzŰ, akkor van olyan 
xgE (a, b) hely, ahol fű xgysz 6. 


Megoldás : 


Ha f(x) 0 (a, b]-bén, akkor f (xx 56 15 fennáll, tehát nincs mit bizonyi- 
tani. Tegyük fel, hogy van olyan x£ (a, b), ahol f(x) 0. Ekkor a Wélerstrass- 
tétel alapján van olyan xpfla, b), hogy f(xgiÜ és minden x£la b)-re 
fenzflxok Azt főgjuk mégrnutatm, hogy 7 (xg1— 0 (104. ábra). Vizsgál- 
juk az 


f00—-fFeg 


X— Xg 


(11) 


különbségi hányados előjelét. Az xg választása miatt a számláló előjele min- 
dig nempozitív, míg a névező x- xp esetben pozitív, x-cxp esetben negatív. 





104. ábra 


Így az xg akármilyen kis környezetében ís nézzük, a (11) felvesz nemnegatív 
és nempozitív értékeket is. [gy csak 


in fo fex) 


TK -sAgy 4— Xg 


-fűxgzl 
állhat fenn. 

Hasonló módon igazolható az állítás, ha azt az esetet nézzük, amikor van 
olyan ax, hogy f(x. 

13. Igazoljuk az előző, 12. gyakorlatban bizonyitott Rolle-tétel felhasz- 
nálásával a tétel következő, Lagrange-tételnek nevezett általánosítását: ha 
fe) folytonos [a, b]-ben, differenciálható (a, 5)-ben, akkor van olyan 

. A6)- Ha) 


eg E (4, B] hogy Fix] -— Tpza (105. ábra). 
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105. ábra 
Megoldás : 

Írjuk fel az (a, fa) és (b, /(bb) pontokon áthaladó szelő ys (x) egyenletét : 
f(b1- fia) 
h-d 

és vizsgáljuk az ffx)—ilx függvényt. 
A e(x)—f0j—H(x) függvény folytonos [a, b]-ben, differenciálható fa, b1- 


ben és e(ays elbh— 0. Így a eíx) függvényre alkalmazható az előző, 12. gya- 
korló feladatban bizonyított Rolle-tétel. Eszerint van olyan x£ (a, b), ahol: 


e(xa—-f(x— Fix —0. 
7(55—/1a) 
h 


—gd 


i(x)- (x—aj— f(a), 


Fix) , tehát azt kaptuk, hogy van olyan xp£ (a, ba, ahoi : 


F(5)—f(al 

h-g 

14. A 13. gyakorló feladat éredményéneék felhasználásával igazoljuk a 
I1. gyakorló feladatban bizonyított tétel megfordítását: ha ix) egy [a. BH] 


intervallumban folytonos, (a, b)-ben diőerenciálható függvény és f(x)sú 
(0020 minden xE (a, b)-re, akkor f(x) monoton növő (fogyó) [a, b]-ben. 


Megoldás 


Vizsgáljuk az F(x)zü esetet. 

Azt kell megmutatnunk, hogy tetszőleges xi, xmEla, b]-re, ha xjpex, 
akkorfixy eft). Az[/ xaj intervallumra teljesülnek a 13. gyakorló fela- 
datban bizonyított Lagrange-tétel feltételei : 


F (xg— 


21? 


fixa fix 


X37 XI 


(12) —fűxgsb, 


ahol xg£ Ce xx. Mivel (1235-ben a különbségi hányados nevezője, (x2— Ax) 
pozitív, ezért /fx—/(x) EÜ, tehát fe) zt áll fenn. 

Az F 660 esetre hasonló módon bizonyitható az állítás. 

Megjegyzés: A 11. és 14. gyakorlatban igazolt eredmények nyilt inter- 


valh mra, végtelen intervallumra is kiterjeszthetők; az alkalmazásokban 
ezeknek az eseteknek is fontos szérépé van. 


I5. Vizsgáljuk meg monaotonitás szempontjából a következő függvé- 
nyeket; 


a! xinx; 
in ax 
b) — ; 
ax 
cA ez : 
Megoldás: 


a) Az f00-xln ax függvény az értelmezési tartományában, a (0, 4 s) 
intérvaátlamban mindénütt differenciálható, igy alkalmazható a 14. gyakor- 
latban bizonyított tétel : 


fidjs-íxinxy-lin xtl 
I 
előjelét kell megvizsgálnunk. Ha 0— x-- , akkor ffx) előjele negativ, ha 
€ 


1 1 
cz x-z ss, akkor f(x), így a függvény (o :) -ben monoton fogy, 
é E 


l . a, . 1 
G , t -) -ben monoton nő. Ebből az ís nyilvánvaló, hogy az - helyen 
e 3 

. s, 2, 
minirnuma van a függyénynek, itt / ; s. 


ln ax . KENSNNT ; 
b] A ex) —— függvény értelmezési tartományában, (0, -4- 5e)-bén vizs- 
x 


gáljuk a derivált függvényt: 


, nai 1—-inx 
9w-[-T jei J . 
xx x 
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Mivel a nevező pozttív, g(x) előjele az 1—]n x előjelével égyezik meg. Így 
stx)-ű, ha 0—x—e és gix)ü, ha esxe 4 se. Látható, hogy (0, e)-ben 
gíx1 nö, (e, 4 sejx-ben g(x) fogy, az e helyen a függvénynek maxirnurna van, 
r(21—b. 


x 
c) Alkalmazzuk a bevált módszert a A(xj—— függvényre (— es, 4 zaj 
E 


pen ha) — xv €-xe 1—x 
0-7 


A derivált függvény előjelét a számláló határozza meg : h(x)--ü, ha x- 1 
és irixrrzú, ha xz1. A (— ez, 1) intervallumban A(x) monatan nő, (1, — sej- 
ben mónotön fogy, áz 1 hélyén maxunurna van a üggvénynék, R(11— B. 





16. Számítsuk ki a kövétkező határértékeket : 


lm xln ax; 
ít 
x-(7-Ú 
. ln x 
bi um ——; 
xan € 


; x 
c! um —. 
e" 
X-re 


Megoldás: 


al Az előző, 15. gyakorló feladat a4 részében kapott éredmény szerint a 
1 

függvény a (e 5) intervalluraban monoton fogyó és felülről korlátos, hiszen 
La 


x-zk miatt Ín x— 8, így x In x—0 ís fennáll. A moncton függvények határ- 


értékére vonatkozó tétel szerint a lim xilnx véges határérték létezik. 
x-0--Ú 
Ahhoz, hogy a határértéket kiszámitsuk, elég egy speciális, jobbról 0-hoz 


tartó sorozat menlén vétt függvényértékek sorozatát vizsgálni. Válasszuk 


: . 1 

az ev") sorozatot, erről tudjuk, hogy e-"—ű és lim e-?— Tim —sÚ 
—P mra —t Ca € 

A függyényértékek sorozatának határértéke : " " 


H 
im e-"lne- "lm! —— 1: 
ri Tt aa Het a e" 


Így a keresett határérték : 


hm xi]nxzü. 
xerüü 
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106, ábra 


Az x In x függvény vázlatos graökonjál a I06. ábrán szemléltettük. 


b) Az al gyakorlat megoldásában követett módszer itt 15 célhoz vezet, 


ln x 
AZ 





függvény az (e, a sej) intervallumban moncaton fogyó, igy a — s- 


bén végés, vagy esetleg — aa a határértéke. Vizsgáljuk a függyényértekek 
sorozatát a 4 s-hez tartó fe") sorozal mentén : 


. inet 0 H 
líim ——— lim ——0, 
e" 


et évén r-t az 





107. ábra 
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ie. a keresett határérték : 


, In x 
lm ——Ü. 
art-pen 9 


Eredményünket abban a formában is meg szokták fogalmazni, hogy az 


Í1 XX 


l 
In x függvény lassabban tart a — -a-hez, mint x. Áz függvény vázlatos 





grafikonját a 107. ábrán szemléltettük. 


Ax , , 
c) Az— függvény az előző gyakorló feladat c) része szermi az Él, -k saj 
€ 


intervallumban monoton fögyó. Vizsgáljuk a függyényértékek sorozatát az 
ípry -- sa-hez tartó sorozat ménteri : 


KN 
hm ——ű, 
er 


r-t a 
igy a keresett határérték : 


fi. ni 
lm —-z:t. 


5. dandár ulni 
Eredményünket igy is meégfogalmazhatjuk : az x lassabban tart -- --hez, 


X Lu v Tr 
mint e". Az —- függvény vázlatos képét a 108. ábrán adtuk meg: 
é 





18. ábra 
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Feladatok 


8. A monotonitásra vonatkozó elégséges feltétel felhaszná- 
lásával igazoljuk, hogy haf(c)s0 egy (a, 5) intervallumban és 
JO) folytonos [a, 6]-ben, akkor f(x) konstans [a, bl-ben. 


x9. Igazoljuk, hogy ha ffo0) az [a, bl-ben folytonos, (a, b)-ben 
difterenciálható, Féxys 0 fa, b)-ben és nincs olyan részinterval- 
luma (a, b)-nek, ahol F (xx) azonosan 0, akkor f szigorúan mono- 
ton növő [a, B-ben. 


a 10. Igazoljuk a Lagrange-tétel következő általánosítását, az 
ún. Cauchy-féle középérték tételt: ha f(x) és ex) [a, b]-ben foly- 
tonos, (a, bj-ben differenciálható függvények és g(r-0, ha 
x €(a, b), akkor van olyan xy Efa, b), amire fennáll a következő 
egyenlőség: 


f(1-fim FG 
elbh—etal gixy 


IL. Igazoljuk, hogy 





lirn Z 0, 


tT 
xagrs A 


ahol az-1, xs-0. 


12. Igazoljuk, hogy 
im ££-g, 


ahol axz-ő 


13. Számítsuk ki a következő határértékeket: 
al) hm x"; 
x—tÜü--ü 


L 
bi lm x. 


xatez 


Ző2 


14. Igazoljuk, hogy az 


1 
e", ha x-Ű, 


f-[8 7 ma ale 


függvény differenciálható a Ü helyen. 


15. Számítsuk ki a következő határértékeket: 


L 
. ey 
a) lim 


xmü 





, HEÜ egész; 


Fi 


b) im lInxlníl—x); 
x-j—0 


c) dm fe 5) : 
szorok A 


16. A monotonitási kritérium alkalmazásával igazoljuk a kö- 
vetkező egyenlőtlenségeket: 


xi xx 
—— -k — , 


ta ha x:-Ü; 


x2 

a) x— eln (lt xx 
x3 x5 

b) Xg AICIB ESET; ha 0-—-xzl. 


17. Az előző, 16. feladat egyenlőtlenségeinek felhasználásával 
szárítsuk ki a következő határértékeket: 


a) lim [7 m(1-5) Ji 
X--b ez x 


. Areigx—x 
b) Tim 22 18X—X 
ja 
x—mŰ 


18. Igazoljuk, hogy ha xz-0, akkor fennáll a következő egyen- 
lőtlenség : 


e 14" e 
ze [15 HÉTEN 
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13, Az előző feladat egyenlőtlenségének alkalmazásával szá- 
mitsuk ki a következő határértéket: 


li 116) ee 
g-t dgtes A 


20. Vizsgáljuk meg hol nő, hol fogy a (0, 1) intervallumban 
értelmezett (1— ax)" x" függvény és állapítsuk meg határértékét 
az értelmezési tartomáry szélein. 


3. Magasabbrendú deriváltak; Taytor-formula; 
L"Hospital-szabály 


Azi mondjuk, hogy az fex) függvény kétszer differenciálható az a 
helyen, ha az a hely egy környezetében differenciálható és az f(x) 
derivált függvény differenciálható az a helyen. Az (f(x. -, diffe- 
renciálhányadost az / függvény a helyen vett második differen- 
ciálhányadosának vagy második deriváltjának nevezzük és f/(aj 
val jelöljük. Hasonlóan definiálható a háromszori diferenciál- 
hatóság. Általában, tetszőleges n--1 természetes számra akkor 
mondjuk, hogy az f függvény az a helyen n-szer differenciálható, 
ha az a hely egy környezetében (n—1)-szer differenciálható és a 
függvény (n— 1)-edik derivált függvénye, fér U(x) az a helyen dif- 
ferenciálható. 


Gyakorló feladatok 
17. Igazoljuk, hogy a következő függvények az értélmezési tartományuk- 


ban akárhányszor differenciálhatók és számítsuk ki az n-edik ("1 termé- 
szetes szárn]) deriváltjukat : 


al es; 

bi sin .x; 

c) C0OsXx; 

d! lhImíl-4ox); 


e) (LltaxY, ű tetszőleges. 
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Megoldás : 


a) Tudjuk, hogy e" mindenütt diferenciálható és (e"y—e?", Ebből nyilván 
következik, hogy tetszöléges n pozitív egész számra (e"jir mer, 


bd A sin x függvény mindenütt differenciálható és (sin x) -co08 x. A cos x 
függvény 15 mindenütt differenciálható és (cos xy — —sin x. Ebből adódik. 
hogy Csin x)"— —sin x, Csin x)"—et—sin xY——cos x és (sin ati — 
z(—cos xy ssin x szintén mindenütt érvényes egyenlőségek. Innen teljes 
indukcióval látható, hogy 


cösx, ha n—dki-Il. 


—asinx, ha n—4ki2 
ésin. xjjér—e 
—cosa, ha un—4£3á 


sinx, ha nzá4k. 
c) A b] feladat alapján a kövétkezőt kapjuk : 
—asinx, ha r—dkt-], 


—cosax, ha w—4k3-z, 


Ínú 
C08 z 
(cos a) sinx, ha s—4ki-á, 


cosx, ha Hz ár. 

2) A ln(1-4-x) függvény értelmezési tartománya a (— 1, £ saj intervallum, 
itt mindenütt differenciálható és [In (I 0 —-( -HFxj-i, A kapott 
derivált függvény szintén differenciálható, ha x—-—1 és 

(ln (1-4 — — (14) 7t 
Hasonlóan adódik, hogy 
[ln (1-HxXI TT A2Z(1- ax). 
Tegyük fel, hogy nr: 1-ré 
(3 m-re —lyiet (ge 11 a) T, 


A 13) egyenlőség jobb oldalán álló képlettel definiált függvény szintén dife- 
renciálható, ha x— —I és 


[In (1-6 t bore lyerl ha), 


Ezzel teljés indukcióval igazoltuk, hogy a (13) képlet minden sz1l egész 
szárnra igaz. 


z8m 


é) Az (12-xY függvény a (—1], 4 ee) intérvallamban tetszólégés ar-ra 

érteélmézve van és deriválhata : 

KAT zati Ft 
Tegyük fel, hogy az 1-re igaz, hogy az (1tx)" függvény H-edik deriváltja 
a(—1, - se) intervallumban létezik és 
(14) (LFE ale — 1). (e —n HI XI FAF TT. 
A (14) egyenlőség jobb oldalán álló függvény a (— 1, 4 se) intervallumban 
differenciálható és 

Lt 2 al — 1). (ek ETET B, 


Így teljes indukcióval igazoltuk, hogy a (14) formula érvényes tetszőleges 
nel térmeészétes számra. 
I8. Igazoljuk, hogy az 
1 


109- e 7". ha x0 
MENO, ha x-0 


függvény (— sa, -k e)-ben akárhányszor differenciálható és FKOJ—Ü tétsző- 
leges s természetes számrá. 


Megoldás : 


A 143. feladat eredménye szerint / dilerenciálható a 0 helyen és 7 (04— 0. 
L 


H k 
Ha x7 0, akkor/ (xj—2— e -" Így azt kell igazolnunk, hogy az 
xx 


2 
fÜx a" Ké ha x-z, 


b, ha xzü 
fügevény differenciálható a Ü helyen : 
I 


"fej é (0 3 a 
im ezé É elme x 0 
x-ű tt x—0 7 


a l3.a) feladat eredménye szerint. Ha x- 0, akkor 7 foc)-et kiszámítva lát- 
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j i I l ; 
ható, hogy F"(x)-e "(5 , Ahol s(x polinom és p (5) úgy keletkezik 
x Xx 


1 
p(xy-ből, hogy x helyett — -et irunk. Tegyük fel, hogy ws-1-re / mindenütt 
x 


neszer differenciálható és 


— 71 
e" gh-i, ha xéü, agíx) polinom, 


Fog) za 7 
i Ü, ha  xszÜ. 


Az (1--1)-edik derivált x- 0-ra a differenciálási szabályok alkalmazásával 


1 


l 
ep G) alakúnak adódik, ahol FÉx) 15 polinorn. Ha x—ü, akkor 
xX 


1 
ri) — Ír — —— 
Fe áÜ the time TK ime fg () j eg, 
x 


xaü x—ű xi x 


a 15.a/ feladat eredménye szerint. Ezzel téljés indukcióval igazoltuk az áili- 
tást. 


19. A pó — 4x5-3x4—2xÍ-tőx—1 polinom a 0 helyen akárhányszor 
differenciálható. Keressünk összefüggést a pílh, pi), perm, pr (ü BENÜ) 
pöXÜ) értékek és a polinom együtthatói között. 


Megoldás : 
számítsuk ki a pix) függvény első öt derivált függvényét : 
pCJ—0A ht 12x?—őxt4 ő, 
p"(x2)—80x3 4 36x1—12x, 
P(x) -240xf a 72x—]2, 
PM —480x-- 772, 
pólx)z 480. 
A deriváltak értéke a 0 helyen : HO4—— 1, F (0)—6, p"(0—0, p"(0— —- 13, 


HAHOJ— 72, pók) — 480, A számolás menetéből látható, hogy a polinom 
ezekkel a következő alakban állítható elő : 


287 


(SO tá) st . : 
po (0) p "(0 p" (0) p"(0) p (0) 

5 4 éle ette 5 vá Tápdéttétékes . 
51 xX7t FT xX"4 71 xt 1 x-t T x tp) 








p(ix)— 


20. Igazoljuk, hogy a 19. gyakorló feladatban talált típusú előállítás tet- 
szőleges 


g(x)—dytajxrk ax? p ax eztet 
polinormra is igaz. 
Megoldás : 


Az állítás közvetlen számolással igazolható. Számítsuk ki a gítkx) deri- 
vált függvényeket és a gíf(0) értékeket k—Ú, 1, , . ., n esetére : 


a(0)— ag 
g(d—ajtaaxt3ayő tk. .bna xi, g(0)—a,, 
a" (9—21a 43" 2ax-...t-n(n— ha xx? g"(09—2 az, 
g 7 (9—3 laz... 4n(n—1(a— Da XT 79, g7(0)—31az, 
gé) —itla, GTXO)-n a. 
A kapott összefüggések alapján a a(x) polinomot így állíthatjuk elő : 
gt0)  a7(0) a gr 0) 


sal zike jetleő fedeztetzánltt 97 180S 
g(x)— g(0) 4 Ti xt 71 5 eze ztétttt mi 


4. 





Legyen f(x) a 0 hely égy környezetében 1-t 1-szer dilferenciál- 
ható függvény, ahol n természetes szám. Ekkor az adott f(x) 
függyényhez hozzárendelhetünk égy 


t " 7) 
P.Ax)—f 04 0 TÓ ay .. E 3 

1 ! 2! n! 
polinomot (ez természetesen nem egyezik meg általában a függ- 
vénnyel). Célszerű megvizsgálni, hogy milyen összefüggés van az 
adott függvény és a p.(x) polinom között, pontosabban hogyan 
állítható elő az I 


1600—pAx) 
különbség. 
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Gyakorló feladat 


21. Alkalmazzuk a Cauchy-középértéktételt (10. feladat; a Mx)— ftx) — 
—p(x) és g0)—ax" rt! függvényekre és ezek derivált függvényeire és így iga- 
zoljuk, hogy 


nal z 
(15) jük ő ga 
(r-t 1)! 


ahol ő 0 és x közötti szám, x pedig benne van 0-nak abban a környezetében, 
ahol (n-3-1)-szer differenciálható. 


Megoldás : 


i eteásegő azt vegyük észre, hogy az előző, 20. gyakorló feladat eredménye 
alapján : 


h(09— A (0) sz. ..—KD) c B: 


A g függvény első H deriváltja szintén 0 a 0 helyen : 
g(0)—-g(0)s ...—gí"X0)z0, 
viszont get (xy s(n41)!, konstans. Alkalmazzuk most a Caunchy-féte 
középérték tételt A-ra és g-re : 
H(x) el f(x) — 0) fr (1) 


(Il) —-—  —— ————, 
e(x) 8(x)-et0) elé 


ahol 3 egy 0 és x közötti megfelelő szám. A (16) egyenlőség jobb oldalára 
újra alxalrmmazható a Cauchy-középérték tétel : 
kh (s Ez (4) d 40) h (82) 


élje ESEL AE 
Fa Cgt £(80—e0) 8) 


itt $, egy €, és 0 közötti megfelelő szám. Az előző gondolatmenetet /2-szer 
egymás után alkalmazva a következőhöz jutunk : 


églge AG MEKA zt S 
g(x) E KE )—g KO) E 

Végül, a (18) egyentőség jobb oldalán újra alkalmazhatjuk a Cauehy-tétett : 

A) hír E )— CO) near Uh) § 

B(x) 2 —et0) gr 

lit § a 0 és £,, közé eső, tehát a 0 és x közötti alkalmas szám. Írjuk most be 

(19) jobb oldalába a frés g (71 §)-edik deriváltját ; 


(19) 
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HR fe Day — pit Dag za), 

hiszen égy r-edfokú polinom 1--1-edik deriváltja 0: 
hlzg ABHKE) 
el) HD 
A. kapott (20) egyenlőségbe e(íx) és f(x) jelentését beírva és az egyenlőséget 
átrendezvé azt kapjuk : 
a th (2 a 

Tnr" 

A 21. gyakorló feladat eredményét fogalmazzuk meg még egy- 
szer: ha f(x) a ű hely egy környezetében (rr-- 11-szer differenciál- 
ható, akkor ebben a környezetben ffx) a következő alakban ál- 
litható elő: 


20) 


ft0—píxyt 








21) 19-70 09.42 ga. (4 
fe (0... fen) 41 
n! (nt 1)! x 


ahol £ egy 0 és x közötti (x-től függő) szám. A (21) előállítást az 
fo) függvény 0 helyhez tartozó Taylor-formulájának nevezik. 
A (21) egyenlőség jobb oldalának utolsó tagja a maradéktag ún. 
Lagrange-féle alakban, az előtte álló kifejezés pedig az x) 0 
helyhez tartozó Taylor-polinomja. 

Ha az f(x) függvényről azt is tudjuk, hogy a Ó környezetében 
az (r-t B-edik derivált korlátos, akkor a maradéktagot x"-nel 
osztva ís olyan függvényt kapunk, ami 0-hoz tart, ha x tart 
0-hoz: 


Fr AMÉ ! Ej 
"fel dtI (1-1) 
a mA enn rain 
Ebben az esetben a határérték-feladatokban való alkalmazás 50- 
:rán célszerű a maradéktagot 
pet! M( aj) 
(n-- 1)! 
alakban írni, ahol o(x? egy olyan függvény jele, amire 


xrt1—o(x") 
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zű, 





0(x") 
xzű XT 
(Az o(xr) jelölést , kis erdo x""-nek olvassuk.) Az (r-- 1)-edik de- 
rivált korlátosságára vonatkozó feltétel minden olyan esetben 
teljesül, amikor ffx) a 0 környezetében akárhányszor differen- 
ciálható. Ebben az esetben ugyanis az fért) függvény is dif- 
ferenciálható a ü környezetében, ezért folytonos is, így a 0 helyen 
van véges határértéke, tehát (22) nyilván igaz. 


Gyakorló feladatok 


22. Írjuk fel a következő függvények 0 helyhez tartozó Taylor-formuláját : 
al e; 

b) sinx; 

c) cosx; 

d) in(14-x); 

el) €1-kxF, a valós. 

Megoldás: 


a) Az e" függvény a 17. gyakorló feladat szerint az egész számegyenesen 
akárhányszor differenciálható, így tetszőleges ,! természetes szárnra felírhato 
a Taylor-formula. A 17. gyakorló feladat a)! részében kapott eredrnény 
szérirtt : 

fi x x x et 
2 —1-—- F—- . . . 4 — 
11 2! nun! (r3-1]! 


ahol £ egy C és x közöttt szám. A kapott előállítás tetszőleges x-re érvényes. 


1-1] 
b] 





b) A 17.51 gyakorló feladatból tudjuk, hogy a sin x Kiggyény tetszőleges 
helyen akárhányszor differenciálható és ismerjük a deriváltakat is. Célszerű 
n—2k—1 esetre felírni a Faylor formulát, ahol X tétszőleges természetes 
szám. A deriváltak 0 helyen vétt értékét figyelembe véve ézt kapjuk : 

3 45 ; 
xi x sine 
sin xx Eh, (1) — (1 x2k 
31 51 TA (2k— 11! ( Vai 


ahol € egy 0 és x közötti szám és az előállítás tétszőlégeés x-re Érvényes. 


c) Acos xfüggvényre a 5] megoldáshoz hasonlóan a következő előállítást 
kapjuk : 


cos zat Ég e h4(-LY x -k 
gt ar (2k)! 

sind 
OKEDT" 


§ itt szintén Ő és x közötti alkalrnas számot jelöl és az előállítás tetszőleges 
X-TB igaz. 

3) Az ln x függvény csak x-0-ra van értelmezve, ezért nincs értelme a 
0 helyhez tartozó Taylor-formulájáról beszélni. Helyette az Iní(1-x) 
(— 1, -4H esj-ben értelmezett függvényt vizsgáljuk, éz az értelmezési tartomá- 
nyában mindénütt akárhányszor differenciálható, így tetszőleges n-re fel- 
írhatjuk a helyhez tartozó Taylor-formuláját. A £7.c! gyakorló feladatból 
ismerjük a deriváltakat: 


p 3 





P(—-gy rt] ik 41 


x" 
In (4404... (ye 
z 3 FI 
1 
rgy 
HK(— Yan 
71 ti] 


Ítt az előállítás tetszőleges x— — 1-re érvényes és § egy 0 és x közötti számot 
jelöl. 

2) Azí(1-4a)" függvény a (— 1, -k so) intervallumban tetszőleges x valós 
számra akárhányszor differenciálható. A 17. d) gyakorló feladatból ismerjük 
a deriváltak értékét, így a 0 helyhez tartozó Taylor-formula : 





—1 
dry elk ee SZ 24. 
1! 21 

aín—13.. .(r—r-i 
ZÁ 9... (—n ) ny 
1 
el — 1)... (n— an 1—n—d att 
Cel [ ; 
TETT (1--ő) xX o , 


az előállítás tetszőléges x:- —1-re érvényes, § egy alkalmas 0 és x közötti 
szám. 


23. A Ú helyhez tartozó Taylor-formulák felhasználásával szárnitsuk ki 
a következő határértékeket : 


ec —sin x-hbcös x—2 
a) lim ——— zi 
x-et x 


1 1 
b) Am(--—— I; 
/ xzrÜ G 77) 
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. . nC-4x9 
ed  lim —-- —— , 
x-ű 05 ix — e—3 


Megoldás 


a) Mivel a névezőben x? szerepel, a számlálóban levő e", sin x, €ö5 x 
függvények 0 helyhez tartozó Taylor-formuláját úgy érdemes felírni, hogy 
a maradéktag o(x) legyen: 


, xt ax 
é sitxetztegt o( 3), 


ax 
sin xex———Holró), 


xz 
cos x—1 —g totó 


Nyilván fennáll a o(x)tolaÍ) sz ola?) összefüggés, hiszen azt fejezi ki, hogy 

két, x9-nal osztva 0-hoz tartó függvény összege, ill. különbsége is 0-hoz 

tart, ha x tart a 0-hoz. Ezért a vizsgált törtet igy irhatjuk : 
e€h—sinax-kcosx—2 1 o() 


x3 3  x3 7 
r F F F 1 
ebből pedig a keresett határértékre 3 -Öt kapunk. 


b) In előbb célszerű a vizsgált kifejezést közös nevezőre hozni, majd 
az e" függvény Taylor-ormuláját alkalmazni : 


ti l l Ti e€t-1l—x 
im 1 —-———- Í — lim-—— s 
xan kg e7—-1LF ..ag x(e—i) 





xt (2) 1 04) 
, Et . 2 xt l 
z [im MXKOGY Imi HENYE 
xag MAX FOLX x-rü 1-4 x 
B 


cd 1]tt ís az Iní(14-a) e" Taylor-formuláját használhatjuk úgy, hogy x 
helyett xí-et teszünk, és a cos x Taylor:formulájában x helyett 3x-ét: 


ln (1--x?) xt— o(xi) 


hr —————— 7 lim ESZ zi 
a a 2 Ax 
KB gs 3x— e 3 7 1—-——1060)— 11 hol) 
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ol] 
xt 2 
— lim ———-——- s —- . 
xan? c(xT) Fi 
—--k 
3 xx 


Eddigi eszközeinkkel már sokszor oldottunk meg olyán határ- 


171 44 


érték-feladatokat, ahol egy a vagy - alakra vezető határér- 


téket kellett meghatároznunk. Az ilyen típusú feladatok meg- 
oldására a szereplő függvények bizonyos tulajdonsága esetén 
van égy jól keézeihető szabály, az ún. LL Hospitat-szabály: legye 
nek az fix) és e(x) függvények az a hely egy környezetében dif- 
ferenciálhatók (a lehet t ee, vagy a—0, a4- B alaku, vagy a véges 
érték] esetleg az a helyet kiveve, Tegyük fel, hogy x—- a, akkor 
Fix) és gix) is 0-hoz vagy -o-hez tart és az 7. hely egy környezeté- 
ben e(x)i 0. Amennyiben 


f(x) 
li 
nag 0) 
létezik, akkor 





II 


P 


JÁ) 
MEKÉTÉTI g(x) B 


is fennáll. 


£ry akorló feladatok 


24. Igazoljuk a L"Hospital-szabályt arra az ésetre, amikor x égy véges a 
hely, hin /úe)— lírm efx)— 0. fAlkalmazzuk a Cauchy-középértéktételt.) 


x-ta ate 
Megaldas : 


A feltéte I alapján — ha f és g nincs 15 ertelmezve az a helyen — az (a) 
- 9(a)— 0 definiciókkal az a egy környezetében, beleértve magát az a helyet 
15, folytonossá tettük az /és e függvényeket. 

A Caucly-tétel alkalmazásával ezt kapjuk : 


0 im Fo)—-fia) . FG) 


im , 
va EV NEGES g(a) HSWEZG 7b 
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Éj 


xx 
hiszen ha x— g, akkor az x és a közötti § is tart az a-hoz és az függyény- 


gix) 
nek az a helyen ő a határértéke. 


25. Számítsuk ki a következő határértékeket a L"Hospital-szabály alkal- 
mazásával ; 
[) 
1-4 aj" — 
xs x 


Í 


mer 


ra XL 
bd dm 5—retex ) ; 
X— ts 2 


1 
ce) lim ——etgi x . 
x—aü 4 X 


Megoldas : 


a) A LL Hospttal-szabály alkalmazásának feltételei teljesülnek : 


X 
fi Ten (1 -H.x) 


1 x 
. 1-4 
— argz-e . UT E 
lirn ——— -—— — li 


x—ű x xYaŰ i 


amennyiben az egyenlőség jobb okdalán álló határérték létezik. Átlapitsuk 
meg tehát a jobboldalértékét, Itt az első tényező határértékét könnyen meg- 
adhatjuk : 
í In(ttaxi 
im(1-xyzlime 5?" 
x-rü x-ű —€, 
tehát csak a 


ll lní1l- xi 
——— ra Ín x 
. 14tx 
hir 


2 
xzzrű x 


határértéket kell meghatároznunk. ht újra alkalmazhatjuk a LHospital- 
szabályt: 
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x fi hi 
————Iní(id-x) ———— — — — 
.  1-4-x . (1-xE 1-4x 
lm ma lirn —  —  — — 
x-0 x kzt 2x 
xX 
, 14x 
z lm re a 
a-t Fi Z 


Ennek alapján az eredeti határérték : 
i 


— (lraxW— e e 
lirm —— — — — 


x-rÜ x 2 I 


(Érdemes a 18. feladat alkalmazásával is megoldani a gyakorlatot.) 


54 A kiszámítandó határérték ,. 09" alakú, célszerű a függvény logarítmu- 
sának határértékét kiszámítani : 


] "E 
Fi m — ATC i1e cg 

7 Ex 
im se 


b. din né X 


Itt a L.Hospitai-szabályt célszerű alkalmazni kétszer egymás után (az alkal- 
mazás feltételei teljesülnek) : 


In ÍZ ! 
n]1-—arctgx — 
2 1-4 x7 











hin -—— e — lim - uz 
XA tea xX ET -t en -t 
—— arcigx 
2 
2x 
, (14-xfy I 21x 
- lim - s lim - 3 
köll "ri XM sui 1--Hx 
1-7 ax? 


Az eredeti határértek téhát : 
I 


I Tt ú 
lm [f-—arctgxi —-1. 
JE eF ra 2 


ci A keresett határértek ,, cs — sz" alakú, Először azonos átalakításokat 
célszerű végezni ; 
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Í a sint x— xt cost x 
—, — etet x— k tz 
xz xtsintx 

siné x—at1—sinfa  xt 





x4 sin x 








sin x—aT XT 
ÜSSE BENN 





kr I. 
x sin x 
A kapott kifejézés első tagjának második tényezője 1-hez tart, az első 


tényezőre alkalmazzuk a L"Hospital-szabályt úgy, hogy közben — ahol 
lehet — egyszerűsítő fogásokat ís végezzünk : 





I sin x — ax? Ji 2 sin x cos x—-2x 
ÉT essem zzz JT ———— - a re 
xsű x x-rű 45 
. Sia2xelx . 2c0s2x—z2 
m lm — az lim ———-— 
sag d xenon iz 
. cos2x-l . 1 sin2x l 
z lim—es— slim — — ——--, 
xaŰ 6x xaÚ 3 2x 3 


l 2 
a keresett határérték tehát 1—g7g . 


26. Állapítsuk meg, hogy a következő határértékek kiszámításakor alkal- 
mazható-s a L.Hosprtal-szabály : 


. smx 
at him — ; 
xan A 
. xX—s5íIn Ax 
b] dim 


kzrden X-ESINX 


Megoldás: 


2) A határérték kiszámitására nem alkalmazható a LHospitalszabály, 
mert ugyan jó eredményt kapnánk, de logikai hibát követnénk el, hiszen 
abban féelhasználnánk a sin x függvény deriváltját. Ugyanakkor a sin x deri- 
váltjának meghatározásához éppen ennek a határértéknek az ismeretére van 
szükség (a sin x függvény általunk alkalmazott, szokásos definíciója alapján). 


h]) Itt a L"Hospital-szabály alkalmazásának az az akadálya, hogy a deri- 
váltakból álló hányadosnak, az 
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1—cOsx 
1-4-cos5 x 





kifejezéssel definiált függvénynek nincs határértéke a — se-ben. Könnyen 
célhoz érünk azonban más eszközökkel : 


1 $ir1 x 
X—Ssinx 
z sz]; 


all x 





im —— 
Feladatok 


Z1, Álkalmas Taylor-formulák felhasználásával számítsuk ki a 
következő határértékeket: 


ah Tim (era y; 





xrÚ 
x ft. a 
. €—e gy 
b) hlm——— — ; 
xap X—S5INX 
3 
x7 
sin x — FI xi 
c) lim 
x—ű x7 


22, A LK Hospital-szabály alkalmazásával számítsuk ki a kö- 
vetkező határértékeket: 


aj hm (darotga) ; 


XP en 


b) tim SZE. 


xrrü x8 


. 1 

c) úm (ete x—) ; 
1 

ez —1 


9 éke TATE ZT 
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23. Igazoljuk, hogy tetszőleges, rögzített x-re: 
2 xn 
lim (tag eőyt .. Je 


24. Írjuk fel az 
1 

e 3, ha x-0, 

109-[t ha xzű, 


függvény 0 helyhez tartozó Taylor-formuláját. 


25. Legyen f(x) egy a hely környezetében (n--1)-szer dif- 
ferenciálható függvény. Igazoljuk, hogy ekkor fix) az a hely 
környezetében előállítbató: 


fed fma 2 vga 0 


-a4t——(xegyét b 


f Gt 





jet n 
mappa 


alakban, ahol § egy, az a és x közötti alkalmas érték. 


4 (x— aj" 4 -—— 


26. A Taylor-forraula felhasználásával adjunk meg olyan poli- 


nomot, amelyik a 5) intervallumban 107-$-nél kisebb hi- 


4" 4 
bával adja meg sin x értékét. 


27. Igazoljuk, hogy ha f(x) kétszer differenciálható az a hely 
egy környezetében és f(x) folytonos az a helyen, akkor: 


im e29— fat 90) pere 


28. Igazoljuk, hogy ha azf (x) függvény az a hely egy környe- 
zetében — esetleg az a kivételével — létezik és Imf(tx) 15 


létezik és véges, akkor faz a helyen is differenciálható, (Használ: 
juk a LHospital-szabályt !) 
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4. Égyenletek gyökeinek közelítő meghatározása 


A gyakorlatban előforduló feladatok során gyakran szükség van 
arra, hogy egy adott egyenlet valamelyik gyökét előre megadott 
pontossággal kiszámítsuk. A következőkben néhány olyan, gya- 
korlatilag is jól használható eljárást ismertetünk, amelyekben 
a határérték fogalmán alapuló közelítések szerepelnek. 

Egy sok esetben jól használható, egyszerű közelítő eljárás az 
ún. húrmódszer. Tegyük fel, hogy f(x) az [a, b] mtervaljumban 
folytonos függvény, (a) " f(by-c0 és ffx)-nek (a, b9-ben pontosan 
egy gyöke van (109. ábra). Ekkor, első lépésként számítsuk ki az 
(a, f(a). Ab. Ab) pontokat összekötő húrnak az x tengellyel 
való xy metszéspontját. Ha ffxy):- 0, akkor az [a, xi] és Li 8] 1m- 
tervallurmnak közül válasszuk ki azt, amelyiknek a végpontjaiban 
felvett függvényértékek ellenkező előjelűek. Ezután a kiválasz- 
tött intervallumra újra végezzük el az előző eljárást, így egy x 
helyhez jutunk, Ha f(x. 0, akkor folytassuk tovább az eljárást. 
Az Így kapott Xi. 32 c-ss Xm o... sorozat az f(x)—ű egyenlet 
egyetlen [a, bj-beli gyökéhez tart. 


1079. ábra 





(b. fb 


(a.fta 


Gyakorló feladatok 


27. Tegyük fel, hogy Fi) folytonos [a, b]-ben, Fra) z-0, A(b--0, Fv) diffe- 
renciálható (a, 5)-ben tsz mz-ű, ha xE (a, b) és A(x) könvex [a, b1-ben. 
Igazoljuk, hogy ekkor a húrmódszérrel kapott pontsorozat — amennyiben 
végtelen — f(x) egyetlen (a, b)-beli győkéhez konvergál és adjunk becsiést a 
sorozat n-edik tagjának és a gyöknek az eltérésére . 
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Megoldás: 


A Bolzano-tétel alapján f(x)-nek van gyöke (a, AH-ben. Ha két olyan hely 
is volna, xy, És xa az ta, b) intervallumiban, ahol (xyiszf(a)— 0, akkor a 
Rolle-tétel szerint volna köztük olyan a hely, ahol fe), ellentétben a 
feltevéssel. Így 7(x)-nek (a, b)-ben pontosan egy gyöke van. 

Tégyük Íci, hogy a húrmádszerrel valóban végtelen sorozathoz jutunk. 
Szátrnitsuk ki először az (a, /(ah. (b, (bh pontokat összekötő húr és az x 
tengely metszéspontját (110. ábra): 


a—b 


azer ez KÖ 


(afa) 





(b fb 110. ábra 


Mivel f(x) konvex [a, 51-ben, az (xy, f(x) pont-az x tengély alatt van, 
igy a következő lépésben az (a, 7(a)h Cr Ax) böntokon áthaladó húr 
x tengellyel való metszéspontját kell kiszámítanunk, ez lesz x.. Nyilván 


x, xy. Teljes indukcióval látható, hogy x.3.jzx, ÉS 
ma 
(29 xg Ex f(x) ———,— — — . 
Köll f(am— f(x) 


ÁZ így keletkezett (x) sorozat monoton fogyó és alulról korlátos: x,:- a, 
így konvergens. Legyen lim x,—£; mutassuk meg, hogy (8) 0. Vegyük a 


7 dai 


(23) összefüggés mindkét oldalának határértékét és közben használjuk fel, 
s J nos a § helyen. Ekkor f(a)0 és /(x 9-0 miatt /(É)SŰ, tehát 
diri : 


fe 
é— a 


24) £-f—f(8)— La; 
d) § GÁÁT ETTE 
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A Cgy összefüggésből as £ miatt f (8) ső adódik. 
A becslést a Lagrange-tétel alapján adhatjuk meg : 


(x,4— AKÓ) 
ALLAST (a), 

x-é 
ahol a az x, és § közötti szám. Felhasználva, hogy (7-0, [/feiszmző 
és átrendezve a (25) egyenlőséget ezt kapjuk : 


(di 
velő 


t235) 


(269 [x—jlE 


28. Számítsuk ki az x3—őx-t 2 polinom gyökeit 10—- pontossággal. 


Megoldás : 


Érdemes először megvizsgálni az f(x) x?—6x-42 függvény növekedési 
és fogyási viszonyait a derivált függvény felhasználásával : 


fűxry-3x2—6—(x-t FDXx—V?2). 


Az f(x) előjeléből következik, hogy az f(x) függvény a [— os, — V2) inter- 
vallumban nő, a (—-K2, K2) intervallumban fogy, a (2, — sa) intervallurn- 
ban nő (111. ábra). 


Mivel /(—2)—6, f(—39— —7, F(097—2, 7(1)—— 3, A(z) — 2, (39711, 
ezért a (—3, —2), (0, 1), (2, 3) intervallumok mindegyikében pontosan égy 
gyöke van /(x-nek. A húrmódszet alkalmazásával számítsuk kt először a 
(0, 1) intervallumba eső gyököt. Itt a függvény konvéx, a 27. gyakorló fel- 
adatban alkalmazott (23) képlettel számolhatunk AzfüxrreazlF(xdiz3 
becslést kapjuk, ha xC (0, 1). A (23) képletből 

1—(—3) -1 2 
jé 55? 


f(x) —0,336: 


A következő lépésben x2-t ismét a (23) összefüggésből számolva : 
-üd 


xa—04-(—0,536) 240336 


mű, 342, 
ftx)— 0012: 
Az xg eltérését a £ gyöktől becsüljük meg a (7-6) összefüggés alapján: 


0,012 
[d7— 816——50004-210-, 


AZ 





vzx-éxi2 


111. ábra 


így a kérésett gyök 10- pontossággal £—0,34. Hasonló számolással adódik 
a másik két gyükre a —2 60, III. a 2.26 érték. 


Egy másik, gyorsabb közelítést szolgáltató eljárás az ún. New- 
ton--Raphson-módszer vagy érintőmódszer. Tegyük fel, hogy 
f() az la, b! intervallumban kétszer differenciálható, f(x 0, 
Ha), fb) ellenkező előjelű és például fr(ajf(a):-0. Ekkor ffoj- 
nek (a, b-ben pontosan egy gyöke van és a gyök közelítő értéke- 
ként vehetjük az (a, f(a)) pontban az y—f(x) görbéhez húzott 
érintő x tengellyel való metszéspontját (112. ábra): 
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fafta)) 


112. ábra 
— fla 
aa rag) a 


Az eliárást ismételve olyan x, sorozathoz jutunk, amely az 
ftc) függvény gyökéhez konvergál. 


Gyakorló feladatok 
29. Tegyük fel, hogy f(x) kétszer differenciátható fa, b]-ben, /(e) 0, 
Fe, F(xy0 ha x€ [a, 6]. Legyen xyz b és 
xy 6 
ati FI F(X Hi 
hasz1. Igazoljuk, hogy F(x)-nek egyetlen § gyöke van az (a, b) intervaliurm- 
ban és lim x —8. Adjunk becslést x, és £ eltérésére. 


H-t an 


(21) 


Megoldás : 


Először mutass 1x meg, hogy f(x)-nek pontosan egy gyöke van (a, b)-ben. 
A Bolrano-tételből következik, hogy legalabb egy gyöke van fa, b-ben fid 
nek. Ha feltesszük, hogy legalább két gyöké van, akkor legalább három ís 
van Ara)" A(5h-ü miatt. Ebből köveétkézik, hogy ffxrnek is van legalább 
két gyöke (a, b-ben, így a Lagrangé-tétei szerint F(x)—0 teljesülne valahol 
(a, b)-ben, ami ellentmond a feltételnek. Így /(x)-nek pontosan egy gyöke 
van (a, b)-beén. . 

A feltételekből következik, hogy a (27) összelüggéssel defimált sorozat 
manoton fogyó (az érintő mindig a görbe alatt van) és korlátos. x - a, így 
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113. ábra 


a sorozat könyvergens, legyen im x sz§ (113. ábra). Ekkor a (27) össze- 


Ft an 


függés mindkét oldalának határértékét véve (8) ü: 


HE) 
8-4 , 
ft) 


ahonnan f(£j—0. Ha x€(a, b-re lfrxYsm:-ő, akkor a 27. gyakorló fel- 
adatban alkalmazott módszerrel adódik, hogy 


IA Al 
(28) heg . 
eri 
30. A. Mewton—Kaphbson-módszer alkaltnazásával számítsuk ki az 
1 
x-4—-lüx egyenlet nagyobbik pozitív gyökét 10-$ pontossággal 
XL 
Megoldás : 
A 28. gyakorló feladat módszerét az 
1 
xsxít——10x 
f(x) z 


függvényre kell alkalmaznunk. Könnyen látható, hogy /(x)-nek az G , 5) 


és a (9, 10) intervallamokban van gyöke. A (9, 10) intervallumbeli gyököt 
kell kiszámítanunk. Erre az intervallumra teljesülnek a 29. gyakorló fel- 
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adatban szereplő feltételek, A 55-10 választással a (27) képletből x,— 
— 99990 adódik, ennek eltérése a é gyöktől (28) alkalmazásával 10" 4-nél 
1s kisebb. 


Egy további, gyakran jól alkalmazható közelítő módszer az 
ún. iterációs módszer. Ez x— f(x) alakban felírt egyenletek meg- 
oldására alkalmazható, ha x, az 5-edik lépésben felvett közelítő 
érték és az egyenlet £ gyöke körüli [x, — él sugarú intervallumban 
feJlzgzel Ebben az esetben a közelítő értékeket az 


(29). xi 7 fl] 


képlettel határozzuk még. 


Gyakorló feladatok 


31. Igazoljuk, hogy ha az xz/(x) egyenlet s gyöke körüli £--0 sugarú 
intervallumban [fölség e 1 és lxj— §--e, akkor mindén m-re az 


(50 "nk] szf(x) 


képlettel definiált közelítő érték is benne van a £ körüli e--Ü sugarú Inter- 
vallumban és Tim x,-§. Adjunk becslést x, és § eltéréséres 


Het ént 


Megoldas: 
A Lagrange-tétel alkalrnazásával adódik : 


Hi tj FH 1—A 
Xx-d x7ű 


hal 


ké 








—I f(x a, 
tehát 
(31) lar zélzalx — él 


A (631) összefüggésből látható, hogy ha x, és € eltérése e-nál kisebb, akkor 
az öröklődik x, , pre is. Mivel xyreé feltettük hogy éz igaz, így teljes induk- 
cióval adódik az állítás. A (31) összefüggés n-szeres alkalmazásával a kö- 
vetkezőt karjuk: 


32) he — élete — 8. 


Itt0--g-sl miatt 31—r es esetén a jobboldal 0-hoz tart, Így valóban lim xs 8. 


ii dlssa 


A GI) összefüggésből a következő számolással nyerhetünk jól használ- 
ható becslést ax 44 és § eltérésére ; 
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1 
1 —x IElx- él] TT Ik LT Ti szi G- 1) LAB ] Hi s], 


ahannan 


(331 eaz éTE E bgga17x 


32. Az iterációs módszer segítségével számítsuk ki 10- 8 pontossággal az 
341  x—2-$0l1s5inx 
egyerléet gyökét., 


Megoldás : 


, Az fojz2ztől sin x függvény deriváltja, f(xiz-ü,i cos x abszolút ér- 
tékben mindenütt 0,1-nél kisebb vagy azzal egyenlő, igy a módszer alkal- 
mazható. Az f(x) függvény menetéből látható, hogy a (2, 3 intervallumban 
van gyöke a (34) egyenletnek. Válasszuk az xp—2 kezdeti értéket, így a 
£30h képlet alapján : 


x.— 209, 
xa eltérése a €£ gyüktől (33) alapján így becsülhető : 
ül 





a fe 0.09—107£. 
ESETT 
A (30) képlet alapján xyra ézt kapjuk: 
x4— 2087, 


(33) szerint pedip : 
17—81076, 
Vegül xyz 20562 már megfelelő lesz, mert 


[Xg — él81078, 


Feladatok 


29. A húrmódszer segítségével számítsuk ki 107? pontosság- 
gal az 


fo)zx—2xt3x—5 
polinom valós gyökét. 


30. A Newton—Raphson-módszer alkalmazásával számítsuk 
ki 107" pontossággal a 
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2—x—l]lgx—0 
egyenlet gyökét. 


31. Az iterációs módszer alkalmazásával 10-71 pontossággal 
adjuk még az 


2-4 xz1i1Wú 
egyenlet gyökét. 
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A HI. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1. Az f(x) függvény a 0-tól különböző helyeken differenciál- 
ható és deriváltja 
NYNNNTNESN ! 1 
f(x)s2x sin 7 t0sT. 
Az x—Ű helyen a differenciálhatóság definícióját kell alkalmaz- 
nunk: 


lm lim x sin 
xaŰű x— x—aÜ 


Így azt kaptuk, hogy f(x) a 0 helyen is differenciálható ésf (0)— 6. 


109—f0 im x sin heg, 
Ü x 


2. Alkalmazzuk a differenciálhbányados definícióját. Először a 
Ü helyhez tartozó különbségi hányados függvényt számítsuk ki: 


g(x)z f(xy— (0) . ÍGY x, ha x racionális 
—x-0 xx 0, ha x irracionális. 
A definíció alapján: 
f(09-lim g(x)— 
x-z 
3. Könnyű példát adni olyan függvényekre, amelyek sehol 


sem differenciálhatók, de összegük és szorzatuk mindenütt diffe- 
renciálható. Legyen például 


f(x) x, ha x racionális, 
j. " — L.J Laj ÍJ 
-.x, ha x irracionális. 


f(x) a 0-tól különböző helyeken nem is folytonos, így nem diffe- 
renciálható, a 0 helyen ugyan folytonos a függyény, de nem 
differenciálható. Hasonlóan seholsem differenciálható a — f(x) 
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függvény, A kettő összege: (x)--(— Ax) s 6 konstans függvény 
mindenütt differenciálható, Az fe)" (x)—fxx)sxi függvény 
szintén mindenütt differenciálható. 

4. A 41—cos? xx képlettel megadott függvényt egy trigono- 
ruétrikus azonosság alkalmazásával lsin zx! alakban 15 írhatjuk, 


ahoanan világos, hogy azokon a helyeken, ahol sin zx:z Ú, azaz, 
ha x nem egész szám, a függvény differenciálható és deriváltja : 


z]coszzxi, ha kexekt 
fe) 


1 
—zleoszxi, ha ktzsxckt ], 


ahol k egész. Az egész helyeken kell megmutatnunk, hogy iéte- 
zik a jobb- és baloldali derivált. A lIsin rxl függvény 1 szerint 
periodikus, így elég például a ü helyet vizsgálni. Ennek környé- 
zetében így irható fel a függvény : 


fé [sin max — : 
A 0 helyhez tartozó jobboldati derivált: 
tm 62 lam AD 
x-0tŰ x— x—űtb xX 
a bal oldali derivált pedig: 


1rri 
x—0-a  X—Ű x—0—0 x 


sinxx, ha ÜsZzx-zi, 
—siníizx, ha —l-—x-0. 


A SITUITX 


Az előzőkből következik, hogy k ítetszőleges egész) helyen 
f.(kjez ésf (kj —z, 


5.a) A (sin xs függvényt célszerű e alapú hatványként fel- 
írül: 
(sin Xxj9s x c gcosx ln an x 
Ebből az alakból látható, hogy a függvény értelmezési tartomá- 
nya azoknak a számoknak a halmaza, ahol sin x—0, azaz a 


(2ker, (2k- Dre) alakú nyilt intervallumok egyesítése, ahol k tet- 
szőleges egész szám. A függvény az értelmezési tartományában 
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mindenütt differenciálható és deriváltját a közvetett függvény 
differenciálási szabályának alkalmazásával számíthatjuk kt : 





2 
((sin xy sísin xy (- sin x In sin x-H— 5), 
sin x 

b) Mivel 14 x":Ű minden x-re és az arc tg x függvény min- 
denütt értelmezve van, így vizsgált függvényünk 15 mindenütt ér- 
telmézve van és mindenütt differenciálható. A deriváltat a köz- 
vetett függvény differenciálási szabályának alkalmazásával szá- 
mithatjuk ki: 





[arc ; 5) - 1 , 381 x)—2x(1 4 xő) 

ate b 14-x27 ., (146y (14x2j? ji 
1--xy 

(XS 3xt—2x c 

— (14xZ?-(14-x3)j 


c) A függvény értelmezési tartománya a pozitív valós számok 
halmaza, az értelmezési tartományában mindenütt differenciál: 
ható Is. Deriváltja : 


(Vxa Vki] 


Í 1 
see VxEVz 9 xVx 2! x 

d) A függyény azokon a helyeken van értelmezve, ahol 
ln (ln xj--ű, ez pedig ekvivalens az xs-e egyeniőtlenséggel. Áz 
értelmezési tartományában mindenütt differenciálható a függ- 
vény: 1 

(in (ln (in x))) - in (ln xy :inx:x 

él) Mivel VL--x"z- Va IxI, ezért xttV1-- x"5-0 minden x-re, 

így a függvény mindenütt értelmezve van és differenciálható is: 














[ln (x3-FI -k xéjr — ESNI 13 — E 
, xtVI3-x V13- x2 
VIEx 
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0.a) A vizsgált határértéket két különbségi hányados határ- 
értékének hányadosává alakíthatjuk a következő fogással 
(sin x— Üj: 


sin TxT— sin 7 








SINIEXT x—1 a, 
im — -lim ———- — 7 (870), 
a sinzxi  , gsinmxf—sinm B 
x—1 


ahol a különbségi hányadosok határértékét a differenciálási szar 
bályok alkalmazásával számíthatjuk ki. 


b) Itt is egyszerű átalakításokkal különbségi hányadosok ha- 
tárértékének kiszámítására vezetlietjük vissza a feladatot: 


. P-x . (2-4 xi—4 
hm ———- 7 him mem z 


X—a2 x—2 x-a? x—-2 x—2 
Hl 2 d 
dm 278. lirn szd ]n 2— 4. 
xi X—2 nai X—Z 


c) Itt célszerű a szereplő függvény logaritmusának határérté- 
két kiszámítani : 





x—a tg (x—a) 


. tex Y-détx—a — Initexl-Iinliígal x—a 
tím in/ —£ — ira 008 x1— in legal x—a 
x—-a X7teg 
. l]Iitexl—-l]nlígal.. 1 Í 
— [im I jtgxW— da ltgal eb hb 

2-0 x—d nag t8(x—a) sinda cosa 

X—rI 

:L 


2 


. tex 4őgb e) í 
lm 25. 7 e — —  , 
x-rg íg Ét esin a cas d 


d) Egyszerű fogással két különbségi hányados hányadosává 
alakíthatjuk a kifejezést: 


ha ask — , ahol k egész. Így az eredeti határérték : 
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sin (1—xj—sin 0 





im U-D pm — KEL 
xali Fx-í xrr]l Ve 4 
0-1 x—1 
-T- 

2 


7.a) Az arc sin x függvény értelmezési tartománya a [—1, 11 
intervallum. A függvényről tudjuk, hogy a (—1, 1) nyilt inter- 
vallumban differenciálható. Vizsgáljuk meg az 1 helyhez tartozó 
különbségi hányados baloldali határértékét az 1 helyen (csak 
ennek ván értelme, hiszen a függvény az 1 helynek csak a bal 
oldali környezetében van értelmezve) : 


, JE 
arc sin x-z 1 
líim ——— ke ——— — 
x61—0 x—1 sin (arc sin xj— 1 
. IT 
AFC SITI x— — 
Hi 2 
— lm ——— 1 ee, 


x - , IT 
y-z—t slit y— SIN 7 
it 
y-2 
mert a nevezőben lévő tört pozitív értékeken keresztül 0-hoz 


tart. 
Hasonlóan adódik, hogy (arc sin xi. oj tes. 


bi Az a) megoldásában alkalmazott módszer célhoz vezet itt Is. 
Áz arc cos x függvény értelmezési tartornánya a [—1, 1] inter- 
vallum, (— 1, 1)-ben differenciálható 15. Vizsgáljuk az 1 helyhez 
tartozó különbségi hányados bal oldali határértékét az 1 helyen: 
. — ArICcosx—0 . 1 

lm —— —— — hm ——  —— e 

KNNENNYA x—1 va0-r0 008 y— c05 Ű 

vy—0 
mert a nevező negativ számokon át tart 0-hoz. 


— 
h 
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Ugyanilyen módon kapjuk meg, hogy 


(arc COS XI... 17792. 
3 
c) A Vx függvény a 0-tól különböző helyeken differenciálható, 
vizsgáljuk a ő helyhez tartozó különbségi hányados határértékét 
a Ü helyen: 
3. 

NN 1 

hm —— — lim e ts, 

xan A x"rrü Ve 
tehát a Kx függvény differenciálhányadosa a 0 helyen - ss. 


d) A V1— x? függvény a [- 1, 1] intervallumban van értelmez- 
ve, a közvetett függvény differenciálási szabálya alapján látható. 
hogy (— 1, 1]-ben differenciálható 15. Az Í helyen a bal oldali 
differenciálhatóságot vizsgáljuk : 

. VK1—xZ KLEXx 
lim z lim — 7 s sen 
x—al-ü XT x—a1—0ú YI —x 











A függvény páros ; ebből adódik, hogy a —l helyen a jobb oldalt 
derivált -k cs, 


él A Vix függvény értelmezési tartománya a teljes számégye- 
nes. A 0-tól különböző helyeken a függvénynek véges differen- 
ciálhányadosa van; nézzük a 0-hoz tartozó jobb oldali különb- 
ségi hányadost: 


. Vix] im 1 
tim — — Jim el ——— so, 
X—-rÜ-kFŰÜ x-ú3-ü 


eto Vix! 


A jobb oldali derivált mintájára számolható a bal oldali; ez 


— a, 


8. A feltevés szerint f(x az [a, bl-ben folytonos, fa, £4-ben 
differenciálható, így alkalmazható a monotonltásra vonatkozó 
tétel. Mivel f(x) ső, ezért tetszőleges xi, x2 E [d, 51-re xyz x.-ből 
ff Ef€x) következik, ugyanakkor F(xjs0 miatt fix E f(x) 
15 fennáll; ezért ffxysftfxo), azaz fix) konstans. 
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9. A. feltevésekből következik, hogy fx) monoton növő [g, b]- 
ben, azaz tetszőleges xi, xs. €fa, b]-re, ha xy x:, akkor f(x)E 
c f(x). Azt kell csak megmutatnunk, hogy f(x0— fer) nem áll- 
hat fenn. Ha indirekt módon feltesszük, hogy f(x)—f€c2) igaz, 
akkor — mivel x, és x,. között fex) monoton növő —, csak kons- 
tans lehet az [xs, x.] intervallumban. Ekkor viszont f(x 
tenne az [XX] intervallumban, ez pedig ellentmond a feltevés- 
nek. 


10. A tétel bizonyítását egy kis , ügyeskedéssel" a Rolle-tétel 
alkalmazására vezethettük vissza. Vizsgáljuk a következő függ- 


vényt: 
éra a f(b—T(a) Fa 
hidd arg (800 — ela). 


Feltételeztük, hogy 60) 0, ha xe(a, 5), ezért elb) gta). Mivel 
h(ay— h(íb)—0 és a Roölle-tétel alkalmazásának egyéb feltételei 15 
teljesülnek, ezért van olyan xpE(a, b), ahol A fxy— 0, tehát 
JJ s -f (a) 
———— —0. 
Mivel e (xs 0, átrendezéssel a következő összefüggést kapjuk : 
f9-e) f00 
g(bh)—gla) ge 


11. A 15. gyakorló feladatban alkalmazott módszert haszno- 
síthatjuk itt 15. 





Igazoljuk először, hogy az ke függvény (az I, z-0) bizonyos 


x-től kezdve monoton fogyó : 


xz 4" sax igs .xtgt]lna xi 
———— —— o — fg x ind). 
a" 


a a 








A derivált x— 
z in 


vallumban a füsgvény monoton fogy. Ahhoz, hogy a 4 -ceben 
a határértékét megállapítsuk, elég egy speciális, a - se-hez tartó 


esetén negatív, tehát az éz Tr 2) inter- 
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sorozat mentén nézni a függvényértékek sorozatának határérté- 
két. A természetes számok sorozata mentén nézzük a függvény- 
értékek sorozatát: 


12. Az előző feladat megoldásához hasonlóan járhatunk el itt 
15. A függvény a (0, - cs) intervailumban differenciálható, deri- 
váltja: 


tnx § 1—alnx 
ka h yadi ot 


A derivált előjele z in x esetén negatív, tehát a függvény az 





1 
[e , 4 os] 


intervallumban monoton fogy, vizsgáljuk az e"-- tsz sorozat 
mentén a függvényértékek sorozatát: 
z- im —ü (ar0). 


f) lni 3 


lirn 


ln e" H 
n-ee (67) (esy 


A keresett határérték tehát 


(on: 
lm A -0. 


K7t EF ee A 





13.a) Használjuk fel a 15.a) gyakorló feladat eredményét: 


ln xta lim es""—1, 


xa040 xXAÜ--Ü 
mert 
hrn xl]lnxz5:ü. 
x—---ú 


3ló 


b) Itta 15.6/ gyakorló feladat eredményét alkalmazzuk : 
1 ina 
lm x"— lim e" -l, 


get en XX ma 
mert 
Inx 
l s Ű, 
X-t df ám Ax 


14. Közvetlenül a differenciálhányados definícióját alkalmaz- 
zuk: 


l ii 
- ax m6) 
tim I-II  gm e -lim x 0, 
r-tÜ XT Ü xeg A xb A 
e" 
mett a 15.c) gyakorló feladat szerint 
1 
. xx soy 
lm —— lim ——0. 
a YAR a É 
E 


Az f(x) függvény tehát a 0 helyen differenciálható és / (01—0. 
15.a) A II. feladat alkalmazásával gyorsan célhoz érünk : 
a (DG 

di vé y 0. 


hrn F s hirn sz lm — - 
xan X xal allt s E 








LL. 
ő. 
e 
b] A 13.al feladat alkalmazásával és egy különbségi hányados 
határértékének meghatározásával oldhatjuk meg a feladatot: 
lm in x:lIní1—xj- 
x—m1—ű 
dám — B gin —xja0, 
x71—0 x—1 
c) Már ismert határértékekre vezethetjük vissza a feladat meg- 
oldását : 


3l7 


il ni—in xi 


x mm xln.cx I 
tm ín 5) — lim e 7 7]. 


x—Ú-Ű x—aütő 








16.a) Igazoljuk először azt, hogy az 
x2 
2 
egyenlőtlenség x:-0-ra igaz. Azt kell megmutatnunk, hogy az 


x——- sz ln(1-tx) 


2 
f60)7-ln(í14xj—x- z függvény a (Ü, - ce) intervallumban po- 
zitív, Mivel (0)— 0, ha igazoljuk, hogy fa [0, -- cs) intervallum- 
ban szigorúan monoton növő, akkor igazoltuk az állítást. / diffe- 
renciálható [0, 7 ce)-ben: vizsgáljuk a derivált függvény elő- 
jelét: 

2 


Í x 
" S ——— a -- ú, 
F 0) 1t4x utx Ex 


ha x--Ü, így / szigorúan mönoton növő (0, -- eej-ben. 





Ugyanezzei a módszerrel igazolhatjuk a másik egyenlőtlensé- 
get is. Legyen: 
c SE 
e(xj—x— SE — in (1-Ha); 
2 3 
mivel e(0)— 0, elég igazolni, hogy Ú0, -- ee-ben g szigorúan mo- 
noton növő. Nézzük meg g előjelét: 


x3 


—— zeW), 
173 x LEX 
ha xz-Ű, így g szigorúan monoton növő [0, -- s0)-ben. Tehát, ha 
xr-() akkor e(x)-et0)— 0 — és ezt kellett igazolni. 





(0-1 —xt x?— 


b) Az a) rész megoldásában alkalmazott módszert használjuk 
itt 15. Legyen: 
x3 


3 


Azt kell megmutatnunk, hogy ha x E (0, 1], akkor f(x) 0. Mive! 
F(0)—0, elég megvizsgálnunk f(x) előtelét: 


fxjsarctg x—x- 
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f9-—— — 1-- x? ke 
1-- x 1-£ xi 
ha xs Ü, tehát (0, I]-ben szigorúan monoton növő, f(o)s-0, ha 
0—xzl. 
A másik egyenlőtlenség igazolásához legyen: 
xi 
80x)—x—-5— Arc tg x. 





zef), 


246; vizsgáljuk a derivált függvényt: 
x? 1 x(1—x?) 


FEKETE CÍMET ETES TÉS 


ha 0— x-z], ezért efx) a (0, 11-ben szigorúan monoton növő, te- 
hát g(x)-ő, ha 0—xs1. 


k7.a) A 16.a) feladatban igazolt egyenlőtlenség feihasználásá- 


val becsüljük meg az x— xi In 145 kifejezést: 


Í l Í l ji 1 

reza m(eszátae ha xz0, 
1 t 1 1 

- —— 2 —- TE mm 

27 x x m(15) 3 3x 


A kapott becslésből nyilvánvaló, hogy 


lm — m(143) [5 
x-t-F nak. -K 2 


b) A 16.b) feladateredményéből adódik a következő becslés: 
x arct8B8x—x x 
—a ms e Tre AT — am 
x2 ai 
ha Ú—-xs]1, Így: 
rm  ATSLB X—X 


3 
x—Ü-Ü x 


0. 
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arctg x—x 


Mivel az ő. függvény páratlan, ezért a 0 helyen a bal- 


oldali határérték is 0, így a függvény határértéke is 0. 


18. A bizonyítandó egyenlőtlenség érdekes abból a szempont- 
ból, hogy felvilágosítást ad, milyen , gyorsaw" tart e-hez a — 5s- 


ben (145) . 
xx 


Az egyenlőtlenséget ekvivalens átalakításokkal a következő 
alakra hozhatjuk : 


14) 
2x x 2x-H1 
mi 


met 


sat gs azza 1 SW 





Célszerű a szereplő kifejezések logaritmusát venni, azaz a bt- 
zonyítandóval ekvivalens 


in 2x—l]Iní2x4-1) ex a(145]- 1 (2x--1)— 


—In(2x-R2), ha xz0 


egyenlőtlenséget igazolni. Az itt szereplő függvényeknek a 0 
helyen a jobboldali határértéke sorra — ces, —1, —l]n 2, ezek 
között fennáll a megfelelő egyenlőtlenség. A -k ee-ben mindegyik 
függvény határértéke 0, ennek megfelelően elég lesz igazolni, 
hogy az 


for ln (2x1-19—ln(2x--2)-4-1—x im 12) 

és a 
gíxzx inf 1 1) —1—1n 2x--Ilní2x--1) 

függvény szigorúan csökkenő a (0, -- ce)-ben, hiszen hm fíxjs 

Xb 


— lm etfx)—0 miatt xz-0-ra ebből következik, hogy f(xiz-0 


x-t-k ea 


és gíxi- 0. Vizsgáljuk az f(x) deriváltját (0, - ee)-ben: 
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x-3-1 1--x 
2 1 
"2xirL in iz 
Azt kell megmutatnunk, hogy Ff (xyz, ha xz-8. um ft€xi—0, 


X-t-F ss 
így elég igazolni, hogy f(x) szigorúan növő (0, -- sz)-bén. VIzs- 
gáljuk f(x) deriváltját, F"(x)-et: 
4 1 


JIS -SZETE TU TŐ 
l 
-SGEDOxETZ B ha xz0, 


f(x) tehát szigorúan nő (0, -- s-)-ben, 
Hasonlóan igazolhatjuk a gíxj-r0, ha x:-0 állítást is. g(r)-et 
kell először kiszámítanunk : 


n 1 1 2 
Txjelni h£-—-[—— —-4——— . 
Ex) a 15) 14 x x öxEI 
Ittis him gíx)—b, így elég megmutatnunk, hogy gú) szigo- 


x7t-p ca 
rúan nő (Ü, 4 ca)-ben. 
u 1 .1 1 4 
EN EITTEJTTER TET OKT 
. 5xttöxtkIAl 
— KÜL FXRÖX ETET? 


ha x:-Ü, ezzel az állítást igazoltuk. 


19. A keresett határértéket az előző feladatban kapott egyen 
lőtlenség alkalmazásával könnyü kiszámítani. A 


ex 14" EX 
—sgo[ (165) eleség ha xz-Ú 


egyenlőtlenségből következik, hogy 


lirn x (135) -e[- E. 
X-rgp en vk 2 


21 Határértékszámitás 3.21 


20. A 13.a) gyakorló feladat alkalmazásával azt kapjuk, hogy 


hm (1—xyet to xőzz lim (1—xjitxős1. 
x-0-HŰ x—al—0 


A függvény monotonitási viselkedését a derivált előjeléből tud- 
juk könnyen megállapítam. Az értelmezési tartornányban (0, 1)- 
ben a függvény differenciálható ts: 


[(1 —xy-t xtT — [e4— in dx) txln a 


s(1—x47"x" (ln x—]n(1— xi). 


Y a(i max) ok 





114, ábra 


Innen látható, hogy a derivált 0-— xa -re negatív, 57xe 1-Te 


pozitív, tehát a függyény fo. 5 )-ben fogy, G . 1]-ben nő, vk 
ben minimuma van. A függvény vázlatos képét a 114. ábrán 


szemléltettük. 


21.a) Célszerű a függvény logaritmusának határértékét vizs- 
gálni: 


1 1 
mA ) -(i5a9—1), 
ű Xx1.k 
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Az In(1--x) függvény Taviordormuláját alkalmazzuk : 


. hi] 
im 3E ln (14-11) — 





xb 
— a A, x. 0(x?) 5 1 


Az eredeti határérték tehát: 
t 


t 
rat üli § 
im( 822 ) et 1 


xsok € Ke 


A 19. feladatban használt egyenlőtlenség alkalmazásával is cél- 
hoz érhetünk. 





b] Aze" és sin x Taylor-formuláját használjuk úgy, hogy még 
az x7-os tagot is kúrjuk : 


2 3 2 4.3 
14xt—5540(x9—14x— E — 0(x3)—2x 

. 2 6 2 6 
hm Meggy MNK 
xb x—xt-z7 ob) 

3 

kill 3 

z rol) 


té a 06 
c) Ítt a sin x Taylor-formuláját írjuk ki az x?-es tagig, az 
(1--x)" függvény Taylor-formuláját pedig x helyett — x2-tel és 


öz : -dJal alkalmazzuk : 


c RRETS 
Sim x—xV1—x2— 


x-tű x 


—lim 7 
x-rrh 24 
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x? xx : 1 ,  11l/l 4 4 x3 
x-et potob )—x]1—3a 133137) GE teára 


mr] 
rem 





0; 0(x5) , o(x) ] 43 
mim [95 kö] 3607 


22.aj) Célszerű a függvény logaritmusának határértékét keres- 
m.. [tt alkalmazható a LHospital-szabály : 
l l 


2 
1h-arctgx ——-——— ! ——— 
TT arctgx  1dxé 


tn — — — ez lim 
2-teb en i F-lsndia zen l 
x xi 
— Ji l xx 02 
—ssza  áTeIgx MEL 7 


tehát a keresett határérták : 


2 kk .Z 
lm [-—-arcigx] —e "7", 
X7t-F uz it 


b] A L"Hospital-szabály háromszor egyimmás után alkalimaz- 
ható : 








. emet 7 grocosx em 
lirn zs lim — ———— 
xag XA X-Ű 3x 
aim et sin x 29 cos x émk B 
T; e7tcosx ef" 3 sin x cos x ess ögosíxet"r 1 
s [fm ——— 0] ——— 


x-rl 6 I 67 
c) Átalakítás után a L"Hospital-szabály alkalmazható : 
ú ( 5) .  xCOSX—SINnX 
lmi cig x—— [5 lim —  -—— 
x—Ű ja x-r( X 3lH X 
s xC05Sx—8slnX X 


— him 





xraÜ x? sin x 
0085 x—XSINX—COSX , 0 X 
- hm — ——  —  — — —  : Hm — 
XA 2x xag ölfü X 
Hi snx ag 
x-Ű 2 
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d) Itt közvetlenül alkalmazható a LHospital-szabály: 





1 2 e" 
Bea lllltel 
—] . xs 
e ka — II 1——T—erar— —r— 1——W— Tr 
P.S 8 
Jim szegy T. k--k en 4x 
1-4 xő 


z lm ] 4. kel ! 
nana AZt 2 2 


23. Az e7 Taylor-formuláját felhasználva, tetszőleges, rögzi- 
tett x-re e7-et Mil állíthatjuk elő: 
í xhk xnt1l z 
e z [tt — Egybe MTÉNTEMTT € , 


ahol § a 0 és az x közötti szám. Elég azt igazolni, hogy tetszőle- 
ges, rögzített x-re: 


xnt] 
lim — — e"r-0, 
nee (NED 


Ha x--0, akkor 0--£5-x miatt O-zef--1, ha xz-0, akkor 
Le" ez e", tehát 


x"t] 
lírn — 


H-t ve (ni Hy PE 
rniatt az előző határérték 15 Ü. 


24. A 18. gyakorló feladatban igazoltuk, hogy az fx) függ- 
vény mindenhol akárhányszor differenciálható és 7(P(0)— 0 min- 
den n-re, így xx) Taylor-formulája : 


0 xmti EVE 
Jx)— TERIÜ (§. ; 
ahol gíx) polinom, £ pedig egy alkalmas, 0 és x közötti szám 
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25. A feltételek alapján a gí(x)— f(x a) függvény a 0 hely egy 
környezetében (x--1)-szer differenciálható, így g(x) előállítható 
a 0 hely körüli Taylor-formulával: 


g(0 90 








ee el) text jr eeet 
ge0) ge 
tegy 


ahol n) alkalmas, 0 és x közötti szám. Helyettesítsünk x helyére 


mindenütt (x— aj)-t (x— a még eleme a 0 megfelelő környezeté- 
nek b: 


e(x— aj ff B (x—gyek 4 


1! 
Fela . jet , 
Egy eza ggg ee 7 at 


ahol € egy alkalmas, x és a közötti szám (£—1-t a). 


20. A 0 körüli Taylor-formulát a sin x függvényre alkalmazva : 


. x3 xx xin—Il 
sin xzx— —t———,,.b(—1)t —— 
xzx-zjtőg t(-— 1) cszpit 
x gr 
— irt] KR 
ED önEni ső. 


Látható, hogy a jobboldal utolsó tagja, a maradék tag abszolút 
értéke a hiba, ha a sin x-et a jobboldal első n tagjából álló poli- 


nomrmal helyettesítjük. Így azt kell eldönteni, hogy milyen n-re 
lesz a maradéktag abszolút értéke a (7 7 


107-4-nél kisebb: 


2n-t] 7T 2n-k1 1 
agyi 2 Eszi , Hi 
b ösrnpiosfe[7 Onx Di" 


TA . 
— ! intervallumban 


i —á 
egaini 9 


szó 


ha (21-H1)!s10t. Az utóbbi egyenlőtlenség n— 4-re már bizto- 
san igaz, mert a 2" 5—10, 3" 4--10, 6 - 7-— 10, 8" 9--10 egyen- 
lőtlenségekből következik, hogy 915-10$. A sin x megfelelő köze- 
lítésére használható, tehát az 


xi xx" 
x—grtst 7 
polinom. 


27. A feltevés szerint f(x) a helyhez tartozó Taylor-polinomja 
felírható úgy, hogy a maradéktagban f" szerepeljen: 


fia 2x)—flaj af rajzx ML 4x" 


fardefiarftajx 52 za, 


ahol £, és £, alkalmas a és a-- 2x, ill. a és a-- x közé eső számok. 
A kapott előállítások felhasználásával a keresett határérték Így 
számítható kr: 


im fHar2x)—2flat xy fla) 


x-b x? 
— im [Z6(£)—-F (EA f (a), 


mert £, és §, az a-hoz tart, ha x— a és f"(x) az a helyen folytonos. 
A feladatot a L Hospital-szabály alkalmazásával is megold- 
hatjuk. 


38. A feladat feltételei biztosítiák, hogy az a helyhez tartozó 
f09—f(a) 
eu 
különbségi hányadosra alkalmazhatjuk a L"Hospital-szabályt: 


Him 69-42) im 2 im f/69. 


x—a xx x—-gd x 
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Eredményünk azt mutatja, hogy az a helyhez tartozó különbségi 
hányadosnak van véges határértéke, vagyis a függvény differen- 
ciálható az a helyen és deriváltia éppen Hm f(x3. A derivált 


xx etg 


függvény tehát folytonos 18 az a helyen. 


29, Az f(xy-x3—2xt33x—5 függvény deriváltja, f(x 
—3x7—4x135-Ű minden x-re. A függvény tehát végig szigorúan 
monoton. növő, tehát legfeljebb egy valós gyöke van. Mivel 
f(11——3 és f(2)— 1, ezért az (1, 2) intervailumban van gyöke 
f(x)-nék. Alkalmazzuk a hürmédszert: 


2—1 
x 51-74 3—-—-——1,75. 
ue té Tgá 
fd. /Sjs —0,5156--Ű, így az (1,75; 2) intervallumra alkalmaz- 
zuk újra a húrmádszert: 


x.z 1,7530085—1,835. 
A kapott közelítés hibája még nagyobb, mint 1077. Egy újabb 
lépéssel xs— 1,84-et kapunk, ez már 1077-nél kisebb hibával adja 
meg a gyököt. 


30. Az f005-2—x—l]gx függvény deriváltja f(fxjz —1— 

1 
— x1n10 
fogyó, legfeljebb egy gyöke van. fí(lh)-170 és f(29— — Ig 2-0, 
tehát a függvénynek az (l, 2) intervallumban van gyöke. f (xyz 


-:0, ha xz-Ű, azaz a függvény szigorúan monoton 


1 a: pg 
KESZTET A az 1 pontból indulva alkalmazzuk az érintő- 
módszett ; 

XX 
xX —-—1—57——-— 1,Z. 
JD 
A második lépésben: 
Hi JEL 00696 - 
x.—1,7 Fan — 1,7- 1355 —1,755. 
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H(x)—2—1,999—1077, mz1,2 jó, így x. már 107-3-nál kisebb 
hibával adja meg a gyököt. A következő lépésben x.—1,75557 
adódik, ennek hibája már 107$-nél is jóval kisebb. 


31. Ha az iterációs módszert akarjuk aikalmazni, akkor elő- 
ször x— p(x) alakban kell az egyenletet úgy felírnunk, hogy egy, 
a gyököt tartalmazó intervallumban [etols gel teljesüljön 
minél kisebb a-val, mert annál gyorsabban konvergál az eljárás. 
Könnyű ellenőrizni, hogy az egyenletnek a (9, 10) intervallum- 
ban van egyedül gyöke. Az egyenletet 


a GY 
x-VI000— x 


3 em 
alakban célszerű felírni, mert ekkor a r(x)— V1000— x függvény 
deriváltja 


YNNST 1 
p (x)- ; 


3(1000— x)3 
és a (9, 10) intervallumban: 
1 l 
I ? ] et mer AT err 
17 (x)h 3 200 g . 


Fr TK 


3/9902 


Legyen xp— 10 és számoljuk ki x,-et, xo-t és xa-at: 
3 
xyz /1000—10—9, 9665, 
3 e me mi 
x. F1000—9.,9665—9,96666, 


3 
x,/1000—9.9666—9.96667, 


a ól. gyakorló feladatban kapott hibabecslés szerint xy-nak a 
gyöktől való eltérése már kisebb 10-1-nél. 
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V. VÉGTELEN SOROK ÉS SZORZÁTOK 


1. A könvergens sor definiciója; 
egyszerübb koönvergenciakritériumok 


Már az I. fejezetben találkoztunk olyan sorozatokkal, amelyek- 
nek s-edik tagja egy r tagú összeg, Az ilyen konvergens soroza- 
tok határértékét sok esetben célszerű úgy tekinteni, mint egy 
, végtelen összeg" értékét. Bevezetjük a következő definiciót: 
egy íg, ) sorozat tagjait -— jellel összekapcsolva egy 


up 


(1) 2 a, zagtajrt...Fűpt is. 
r-ű 


végtelen sort kapunk. Az 
S,.zayr 444 Fr di 


definícióval megadott sorozatot az (1) végtelen sor részletőssze- 
gei sorozatának nevezzük. Azt mondjuk, hogy az (1) végtelen 
sor konvergens, amennyiben a részletösszegek sorozata könyver- 
gens és ha lim 5,—s, akkor 5-et a végtelen sor összegének névez- 


H-T s 


zük és ezt így 15 jelöljük: 


szoba 


"7 
Ha a részletösszegek sorozata divergens, akkor azt mondjuk, 
hogy az (1) végtelen sor 15 divergens. 


Például az 
EE MERT TON TEAT 
2 92 Fi li ! an mm n 


végtelen sor konvergens, mert az 
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Í 1 
szltat.. b asT 


sorozat konvérgens és összege s—2— him s,. Az I. fejezet 5. 


mer a 


pontja szerint minden 


Ű, Egédas s Es ÓSsa 59 


végtelen tizedes tört is tekinthető egy végtelen sor összegének : 


di , da 


Ű, . . .Ú. . . — pH —— 
gé a d, 10" 102 


Tt... Fv... 


,, 
10" 
Gyakorló feladatok 


1. Mutassuk meg, hogy a következő sorok könvergensek és számítsuk 
ki összegüket : 


1 k l Ai ] 1 
—— F—S h—— s... PSG h...; 
1-d 3-5 5-7 (21—-142n4t1) 
bb lágdtagfk...katk..., lélek: 


— l 
c) in 1—— 4; 
Xe(r-5) 


d) X (Wnr2-2Ynri Va). 


1-1] 


a) 


Megoldás : 


a) Az s, részletösszeg zárt alakra hozásához használjuk fel a következő 
összelüggést: 





1 1 ! 1 
(2n—1X2n-1) 2 2n—1 3naiP 


Az. n-edik részletőösszeget így írhatjuk fel: 





ii 1 I! 1. Fi 1 ] 
$,-[1—-4-—--.,. ——mnnn )— 
5 3 3 3 5 3n—1 31-i 


l 
1—— li, 
( ar7) 


— 
— 


ii 
2 


33] 


A sor könveérgens és Összege: 


, . 1 l b 
sz lim s — lim — ( -sra je; . 
HA ca eret ee 2 z2zu-ni A 
b) Ez a feladat lényegében az I. fejezet 23. feladatával azonos, Lt Íga- 
zoltuk, hogy 
l 
lírn (ltg-6 . . c Hgt ——— 


m-t na 1-3 
ha lg] 1. tehát a sor konvergens és 
1 
l4-gtatt.. . TÉT eETTg . 


c) Az L fejezet 71. feladatában vizsgáltak a sor r-edik részletösszegét 
és igazoltuk, hogy 


ÉGE 1 
lim 2. In (1-g]--b2 
nass kzz 


d) Ezt a feladatot az I. fejezet 34. d) feladatában oldottuk még : 


2. (Vrtr2—2É ri rFn—1—K2, 


sz] 


2. Igazoljuk a sorokra vonatkozó Cauchy-féle konvergencia kritériumot: 


tri 


egy 9. a, sor akkor és csak akkor konvergens, ha minden €--0-hoz van 
az] 


olyan Ne), hogy ha 5-9, akkor tetszőleges k természetes számra 


k 
2. dai 


íz] 


sz. 








Aepoldas: 


Az I. fejezet 53. feladatában igazoltuk a sorozatokra vonatkozó Cauchy- 
hr] ri 
féle konvergencia kritériumot. E szérinta 9) a, sor s, — 2, aprészletössze- 
H-]i is 
genek sorozata akkor és csak akkor könvergens, ha tetszőléges es számi- 
hoz van olyan / index, hogy ha n:-WN és KE 3, akkor 
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$ek 7 ől E. 








k 
2. dat 
Iz] 


ta 


3. Igszoljuk, hogy a ha a, sor konvergenciájának szükséges, de nem 
nzi 


elégséges feltétele, hogy a 60. 
Megoldás : 


Az előző feladatból kövétkezik, hogy ha a s ag, sor könvergéns, akkor 
nz] 


li 


2 HI 


adi ! 


tetszőleges £5-0-hoz van olyan W, hogy ha 15-V, akkor 








slag. ls 


ami azt jelenti, hogy lim a, —0. Ugyanakkor a —-0-ból még nem következik, 


H-te 
TEr 


hogy a 2, a, sor könvérgens, mert például a 
n—-—] 


§ ] 


nzj" 
sor :1-edik részletősszege -- ca-hez tart (I. fejezet 19. feladat, tehát a sor 


I l 
divergens, bár ——-Ü, ha 1—- em, 
Hi I 


sok esetben egy nemnegatív tagú sorról kell. eldöntenünk, 
hogy konveérgens-e vagy nem. Tegyük fel, hogy minden ni termé- 


Rn 


szetés számra a, 0. Ekkor a 3. a, sor s,— 9 a, részletösszegei- 
anzl k7-Il 

ből álló sorozat monoton növő, így vagy konvergens, vagy 

$-t — bes. Ez az észrevétel egy jól használható könvergenciakri- 


tériumot szolgáltat: tegyük fel, hogy üsa zt, minden 1€T-re 


E a lesni 


fennáll. Ekkor, ha a ), b, sor konvergens, akkor a H a, sor 


nsl az] 


333 


18 konvergens, (majoráns kritérium, ha pedig a 9. a, sor díver- 


n-l 


gens, akkor a 2. 5, sor is divergens (minoráns kritérium). 


nt 


Gyakorló feladatok 


4. Igazoljuk a majoráns és a minoráns kritériumot. 


Megoldás : 
Jelöljük s -nel a 3 a, sor n-edik részletösszegét, t -nel pedig a p3 bsor 
nz1 nz1 
n-edik részletösszegét. A feltételekből következik, hogy minden Hn£T-re 


Hálzt 


SET és s, is, r, Is monoton növő. Ha pi b, könvergens és összégé fr, akkor 
n:- I 


a (Er egyenlőtlenség miatt s Sr is igaz, tehát (s) monoton növő korlátos 
sorozat, így konvergens és lim s Sr. Áz ís kiderült, hogy ebben az esetben 


4 ndi 


még a 
az, b 
uz] 


égyenlőtlénség Is fennáll. 


nzi1 


Tegyük fel, hogy a ha 4, sor divergens. Ekkor — az előzök szerint — 
un: lt 


á sor r-edik részletösszege, s r-t se, tehát f —--H ev 15 fennáll, ami azt jelenti, 


hogy a pa bh. sor ís divergens. 


n"—1 
5. Igazoljuk, hogy a 
a 1 
szil 1 


ún. hiperharmonikus sor üss azsi esetén divergens, e-1 esetén pedig kon- 
Vergens. 
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Megoldás: 


csn fan 1 


l . l 
Ha 0sx51, akkor —5— , mivel a 2 - sor divergéns, ezért a 2 — 
(a Si z4?7 
1 n-1 un" 


sor 18 divergens. Az a: 1 esetben elég igazolni, hogy a sor (s) részletösszegei 
sorozatának (sox .j) alakú részsorozata korlátos, mert (s) monoton növő 
sorozat, AZ 5ak1 értéket a következő módon becsüljük felülről: 


MESEJNES ezetgetge] ket 
a gaz sa ga Ta 
(ge NNNNA J- 

(2 — he re -1 


182 bg4r bg. gate e 


] 1 Í 27 
taaatga-igt .. MT LENT ESÉST TE] . 
Eredményünk azt Is 15 muragja hogy 


F 22 


ntl n 


ha e5-1. Érdemes megjegyezni, hogy az 1. fejezet 75. feladatának eredménye 
alapján; 





y l ar 
n-—] n2 ő 
6. Vizspáljuk meg, hogy a következő sorok könvérgensék-e 
— 4 
a Eg 
j Pn h! 
— 7 
b) ig — ; 
2 B dán 
a leéyi 
9 2 (35) 
ni 1-tn 
m— 1 1-1 
d) 2 TAT 
4 H n— 1] 
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Megoldas : 
a) Ha n7-1, akkor fennáll a következő egyenlőtlenség ; 


1 1 
az . 
ni! r(r—]1] 





Az 1. fejézet 34.e! feladata szerint pédig a 


aa 


3 1 
za n(n— 1 





sor konvergens, tehát a majoráns kritérium szerint a 


I 
nt: 


ús 


sor 15 konvergens. 


"E 
b) Használjuk fel a 0-7 -ben ÉrvérLyes 


(E tt 
egyenlőtlenséget. Ennek alapján 
"E rt 


LE — 7 — 


k. dán du" 


tehát a 


est 


rt 
I d4n 


Fk 


TE aa 
dívérgers sar Minoráan; sara a 33 Ig Fp sornak, ézért éz 15 CÍVeéergéns. 
HT 


st] 
€4 Tt például a következő becslést alkalmazhatjuk ;: 
l-m 2 


azt 


] BRTRGYA EN B 





tehát a 
ira 4 
2 nt 


1-1] 
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könyérEér$ $OT Majoráns sora a 


a l-t 
2 (ám) 


sornak, tehát ez ís KÖNYErEENS, 





di Használjuk fel az x5-0-ra érvényes In (1-4 xx) x egyenlőtlenséget : 





A kapott majoráns sor; 


nsz 3 
(n— 18 


az előző gyakorlat szerint konvergens, tehát az eredeti sor 13 konvergens. 


7. Igazoljuk, hogy ha a pa la] sor könvérgeéns, akkor a 2, Z, SOT ig 


n5s1 


konvergens. Igaz-e az állítás megfordítása ? 


n—-l 


Megoldás: 


Alkalmazzuk a 2. gyakorló feladatban igazolt Cauchy-kritériumot. 


Ér 


gyen e Ű tétszőléges adott szám és a 8. la] sorra keresünk az adott €- 


si 


alkalmas N indexet, amellyel minden 1:-X-re és tetszőleges K-ra 


az f. 


k 
2, id 7] 
71] 








k 
29 I 4 r 
i-i 


k 
p3 8-7 
(51 





Z2 Határértékszámitás 


Le- 


hoz 
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egyenlőtlenség miatt a Cauchy-kritérium a 2. a, sorra is teljesül, tehát a 
uzi 
aut könyergens. 


Az állítás megfordítása nem igaz, mert például a 


sor könvergéns és összegé In 2 (I. fejezet 72. feladat), mig a sor tagjainak 
abszolút értékeiből álló 


nd 
xi] E 


sor divergens. 


Haa 9 a, sor tagjainak abszolút értékeiből álló $" la,] sor 
nt nzi 
konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a sor abszolút konvergens. 
Ha a sor tagjainak abszolút értékeiből álló sor divergens, de az 
eredeti sor konvergens, akkor a sorról azt mondjuk, hogy /el- 
tételesen koörtvergens. Az előző, 7. gyakorló feladat eredménye 

szerint egy abszolút konvergens sor konvergens 185. 

A következő két gyakorló feladatban sorok abszolút könver- 
genciájának vizsgálatában jól hasznosítható kritériumokat fo- 
gunk igazolni az ún. hányados- és gyökkritériurmot. 


tGyakorló Icladatok 


8. Igazoljuk, hogy ha 


€-rt 


da 


lim 


7 Sndtanai 


—ű-z], 








akkor a pa a, sor abszolút könvergéns, ha pedig valamilyen Hp indexre igaz, 
n—] 


hogy "znyra 


di 


4 


z1 








338 


akkor a d a, sor divergens. 


un-1 
Megaldás: 
. ; . ela l4et 
Jelöljünk a-val égy x és I közötti számot, legyen például g-— TT Mivel 


8.1 TT] 














sz 7, azaz 


d, 


[d 4.41 lot, ig. Alkalmazzuk a kapott egyenlőtlenséget sorra az 1—Ha ttal. 


ax ag, van olyan ny index, hogy ha nzr, akkor J 





FT 


a $ ny ügtk, nk esetekre: 
[dai] a lően ld 


Idegen ká drill lg tg", 


ark - la, la", 


Azt kaptuk tehát, hogy a 


107] az 


(íg 2 lal4ó ladat 


n- I kzü 
sor majoránsa sora a 


5 la 


nt 


sornak. A (2) sor nyilván könvergens, hiszen a második összeg olyan mér- 


tani sor, ahol 0-c gaz 1, így a (3) s0r ís konvergens, tehát a p a, sor abszolút 
nzl 
könyérgeéris. 
A második állítás izazolásához ejéz megmutatni, hogy nem teljesül az 
la 10 feltétel, ami szükséges feltétele a koönvergenciának. A feltételből 
következik, hogy 


1] sz la ], 


32t 339 


ba HE ny. Alkalmazzuk az egyenlőtlenséget az "— Hg sss Agtk, ... €sÉr 
tekre. Azt kapjuk, hogy 


geza, 170 


tetszőleges A természetes számra. Ebből következik, hogy az a —0 szük- 
séres feltétel nem teljesül, tehát a sor dívérgens. 


pm FERRNN kezes 
9. Tegyük fel, hogy lm VIa, [1 c-z1. Mutassuk meg, hogy ekkor a 2 iz ől 


Het az ns] 


sor abszolút konvergens. Ha pedig végtelen sok H-re Via Iz1, akkor a 


p a, sor divergens. 


ns] 
Megoldás: 
ht. —— 
Legyen g egy a és 1 közötti szám. A lim Flalsazg feltételből követ- 


a Suzdlani 


kezik, hogy van olyan ng index, amelyre "Es esetén: 


H 
Fiala, 


azaz 
la ef. 
A 
71a—1] 
2, large 
n:] r—n 


könyvergens sor majoráns sora a 3 la] sornak, így a ja a, sor abszolút 
n—] ni 
könyeérgéns. 


Ha végtelén söK s-re Viajz1 igaz, akkor végtelen sok s-re ia iz 1, tehát 


EHE 


a trü, azaz a 2 a, sar divergens. 


a 1 


10. Döntsük el, hogy következő sorok közül melyek könvérgensek, me- 
lyek divergensek : 


340 


sm 


an! kes . 
bb 5 s-t. a rögzített szám; 





H7-I 
rat 
"/ p 1 2! 
Merpoldás: 


a) Alkalmazzuk a gyökkritériumot: 





tehát a 9. gyakorló feladat szerint a sor konvergens. 
5.) Itt a hányadoskritériumeot célszerű alkalmazni. Ha az0, akkor a sör 
nyilván konvergens; ha as, 


letttn kj! . lal ai 

hr —————— : —— s im ———— ——, 

nine ÚTRA 74 éz ST HÉA 14" e 
14—- 


tehát lal--e esetben a sor könvergéns, lal—e esetben a sor dívergéns, Az 
als e esetben a sor 13 1-edik és n-edik tagjának hányadosa abszolút érték- 
ben: 


14" . 
mert ( 4) monoton növe tart €-hez, tehát a sor JdíVverÉens. 
ri 


c) A hányadoskritérium alkalmazásával érhetünk célhoz: 


(1 DYE Zn! irt 1 


———— tt ———— ili — ——— —- , 
(212)! (nt 2 2n41 4 


Hervé 


tehát a sor könvérgens. 
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Feladatok 


1. Mutassuk meg, hogy a következő sorok könvérgéensék és 
számítsuk ki összegüket: 


a 27437 
1 NN 
ad 2 an tj 
-. [ 
b e, 
/ 93 (31—2)(3n- 1)" 
c) 2 ln c0s5 ai ; 02x5 ; 
—- 1 X 


dd) 9 27837; 02x5 ; 


n7z lt 


2. Legyen a 50 és 3 a, konvergens sor. Igazoljuk, hogy 
azi 
X ajis konvergens. Igaz-e az állítás megfordítása? 
nr] 


3. Igazoljuk, hogy haa 2. a, sorésa d b, sor korvergens, 


ni n21 
a, b. 0, akkor a y a.b, 50r és a § (a,b) sor 15 konver- 
gens. ell ii 
4. Legyen a, egy monoton fogyó, 0-hoz tartó sorozat. Igazol- 
uk, hogy a 
3 (Da, 


sor könvergens és a sor összegének az n-edik részletösszegtől 
való eltérése a, nél nem nagyobb (Leibniz-kritérium). 
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53, Döntsük el, hogy a következő sorok közül melyik körrvér- 


a) 


b) 


c) 


d) 


ej 


ú. Állapítsuk meg, hogy a következő sorok milyen a, ill. 


dm 


a] e 
2, 0 


r— I 





H 


ri 


n Inn 








n-1 
n--1 


gens, melyik divergens: 


i k 
100 


H 


1-rólntn 


értékre konyérgensek : 


a) 


b) 


c) 


d) 


: 


ni 


í a 


s 





a" FI 
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— 1 TT 
) párté 
— 1 
f) - 
szznl]n a 


2. Abszolút és feltételesen konvergens sorok tulajdonságai; 
műveletek konvergens sorokkal 


A konvergens végtelen sorok a véges összegek általánosításának 
tekinthetők. Érdemes megvizsgálni, hogy a véges összegek szo- 
kásos tulajdonságai érvényben maradnak-e végtelen sorokra. 
Először a kommutatilvitás érvényességét vizsgáljuk meg. 

A váltakozó előjelű harmonikus sorról láttuk, hogy konver- 
gens (I. fejezet 72. feladat) és 


I 1 1 (— 1977! 
n 


(4) 1---4-—-t...t 4-...51n2. 


2 3 4 
Cseréljük fel a sorban a tagok sorrendjét úgy, hogy egy pozitív 
tag után két negatív tag következzen, azaz vizsgáljuk az 


1] Li 1111] 1 
0 M—zeat3 Té 851012 
sor összegét. A sor Sa, alakú részletősszegei így írhatók fel: 


se (DAL (LLDEL ÁLL) OL 
mél zo 4 3 hl 8 a 10 12 07 


t . . . 
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A (4) összefüggés felhasználásával adódik, hogy 


. 1 

vam an a 

Mivel az (5) SOT 53.41 ÉS $4.4.a alakú részletösszegei sz,től csak 
0-hoz tartó tagokban különböznek, ezért ezek határértéke is és 


Így a SOT ÖSSZEgE 15 5 In 2. Példánk azt mutatja, hogy a végtelen 


sorokra általában nem érvényes a kommutatívitás, tehát nem cse- 
rélhető fel a sor tagjainak sorrendje. A következő gyakorló fel- 
adatokban ezt a kérdést részletesebben is megvizsgáljuk. 


Gyakorló feladatok 


11. Igazoljuk, hogy ha a 9. a, sor abszolút könvergens, és a 9. b, sort 
n51]1 nSl1 


Eu art 


a já 2, sor tagjainak felcserélésévei kapjuk, akkor a 2. b, SOr 18 könyver- 


nai nz] 
sej 


pens és összege megegyezik a ha a, sor összegével. 
nz] 


Megoldás : 


Jelölje 5, aj a, sor r-etdik részletősszegét, s Pedig a sör összegét És 
nsI 


legyen a a )3 b. sor n-edik részletösszege., Azt akarjuk igazolni, hogy 
n-I 
lírn c, 55. Ehhez s és a, eltérését kell vizsgálni, amit a következő egyenlőt- 


úr ni 
lenséggel tudunk bécsülöi : 


fú) ia —slEle—sit b — ől, 


ahol k tetszőleges lehet. 


Adjunk meg egy €--Ü számot és mutassuk meg, hogy alkalmas s-nál 
nagyobb n-ekre és elég nagy k-ra a (6) egyenlőtlenség jobb oldalának mind- 
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E 
két tagja 2 -nél kisebb. Az első tag becslésekor fogjuk felhasználni, hogy a 


E 
2 a, sor abszolút könvérgens. Az adott 3 -hez keressünk olyan s indexet, 
n:] 
tl E 
hogy n—mny-re és tetszőleges p-te 2 lelek Last már teljesüljön és válasszuk 
f21 


n-et úgy, hogy e,-ben az összes olyan d, szerepeljen, amelyré ken. Ezt 


mertehetjük, mért a . b, sor tagjai között az összes a, előfordul. Ezután 


n"-] 


válasszuk A-t olyan nagyra , hogy n-nél nagyobb legyen és a (6) egyénlőtlen- 
ség jobb oldalának rnásotdik tagjá 2 -nél kisebb legyen. Ezt is; megtehetjük, 


mért s -eg. A (6) egyenlőtlenség jobb oldalának első tagját most így becsül- 
hetjük : 


tri 
: E 
la —s1E 2. aga éz § 
f-i 


ahol m—k—nj, mivel a különböségben csak rn-nél nagyobb indexű tagok 
maetebattak ínyilván minden s-nél nagyobb er is jó). Ebből már adódik 
az állítás. 


kél 


12. Legyen a 3 a, sor feltételesen konvergens; Igazoljuk, hogy az a, 
ni 
szárnok között végtelen sok pozitív és végtelen sok negativ előjelű van, 
a pozitiv előjelű tagokból alkotott sor részletösszegei - ss-hez, a negativ 
előjelű tagokból alkotott sor részletösszegei pedig — -s-héz tartanak. 


Megaldás : 


[Ha például csak végés sok negatív előjelű tagja volna a sornak, akkor 
ezeket elhagyva a kapott sor nem csak konvergens, dé abszolút konvergens 
is lenne, ekkor viszont az eredeti sor is abszolút könvérgens volna, ellen- 
tétben a feltevéssel. Hasonlóan adódik, hogy végtelen sok pozitív előjelű 
tagja van a sornak. 


Cara 


Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy a 2 a, sor pozitív előjelű tag- 


nz] 


jaiból álló sor konvergens, Á 2. a, sor s, részletősszegét írjuk fels —g —r 
n-1 
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alakban, ahol g, az s.-ban előforduló pozitív tagok összege, r, pedig a nega- 
tív tagok ellentéttjeinék összege. A feltevés szerint a g, SOTOZat is KÖNVeTgENS , 
(hiszen ez legfeljebb abban különbözik a pozítív előjelű tagokból álló sor 
részletösszegeéinek sorozatától, hogy ugyanaz a részletősszeg löbbször 15 
szerepelhet d, eleméi között), dé akkot az, is konvergens, amiből az köveét- 


kezik, hogy agg tr, sorozat 15 könyergens, ez pedig a B. [g,] sorrészlet- 
n—-—1 

összegeinek sorozata. Ellentmondáshoz jutottunk, tehát a pozitív előjelű 

tagokból álló sor divergens, ez nyilván azt jelenti, hogy a részletősszégeiből 

álló sorozat 4 es-héz tart. Hasonlóan látható be az állítás másik Tésze. 


13. Legyen 3 a, egy feltételesen konvergens sor. Igazoljuk, hogy a sor 


nti 


álrendezhető úgy, hogy a sor összege egy tetszőleges előre adott szám le- 
ryen, átrendezhető továbbá úgy is, hogy a sor divergens légyen (Riemann 
tétele). 


Megoldás. 


Jelöljük (p, 9-val, ill. (r )-val az (a, ) sorozat pozitiv tagjainak, ill. negatív 


előjelű tagjai elléntettjeinek részsorozatát. Tudjuk az előző, 12. gyakorló 
rt NH 
feladatból, hogy mindkettő végtelen sorozat, a f, — pA B. ÉSS 3 H, SÖL0- 
kz1 kz1 


ne 


zatok 4 ss-hez tartanak, lim pg — lim a sz0, mivel a pa d, sor KÖNVErgÉNS. 


ien H-t es w"—i] 


Legyen s egy tetszőleges, adott szám. Vizsgáljuk ezt az esetét, amikor yz Ú. 
Vegyünk a 9, sorozat tagjai közül annyit, hogy összegük éppen túlnőjön 
§-en, azaz legyen 4) olyan index, hogy pytpPot...-tPpogés Bpt Tt 
tp,,7-g teljesül (ezt megtehetjük, mert f-rt ce). Ezután legyen 1, olyan 
index, hogy 


pjt. ..tppy epe Hp ag ES, 
ppt...tBp7-tpee Nt pes 


teljesül fez 15 elérhétő, mert §.— 4 ra). Ezután újra a Pp. sorozatból vegyünk 
annyit, hogy az összeg éppen túlnőjön s5-en, majd az a, sorozattal folytassuk 


Ér- 


az eljárást. Az eljárást vég nélkül folytatva a 2. 4, sot egy átrendezését 


ns] 
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kapjuk és a konsírukciáóból világos, hogy a sor összege s lesz (nr. —-0, 9-0 


riiatt az egyes lépésekben kapott összegeknek s-től való eltérése 0-hoz tarth 
Hasonlóan járhatunk el akker is, ha szó. 

Mutassuk még meg, hogy a sor divergenssé is álrendezhető. Egy átren- 
dezést például így adhatunk meg: az előző konstrukcióban először a Pp, 
sorozatnak annyi elemét vesszük, hogy az összegük 1-nél! nagyobb legyen, 
majd annyi r-bélit vonunk le ebből, hogy a kapott érték 0-nál kisebb 
legyen. Ezután megint 1 fölé megyünk, majd Ú alá stb. A kapott átrendezés 
nyilván divergens lesz. 


A véges sok tagból álló összegekre érvényes asszociativitási 
törvény érvényességének problémátt a feladatokban fogjuk meg- 
vizsgálni. 

A aisztributív tulajdonság megfelelőjét egyszerű formában így 


fogalmazhatjuk meg: ha 5. a, konvergens sor, amelynek ösz- 


ris Í 


szege s, és p tetszőleges valós szám, akkor 5. va, is konvergens 
n:l 

és összege vs, azaz konvergens sorokra fennáll a Következő 

egyenlőség: 


J£ 


(7) v d a 
n: 1 n 


Dd e. 
1 a 
A (Ty egyenlőség igazolásához csak azt kell megjegyezni, hogy ha 


A 


5.7 . ax akkor nyilván igaz a v lim s,— iim vs, egyenlőség. 


k-1 Hp" "ten mt 


A végtelen sorok körében a disztributivitásnak egy általáno- 
sabb formáját is vizsgálhatjuk: két konvergens végtelen sor 
szorzatáról milyen esetben igaz, hogy konvergens lesz. 


Két végtelen sor 9 a, és h, b, szorzatát úgy értjük itt, hogy 
nz] ni i 
minden tagot minden taggal megszorzunk, azaz képezzük az 


összes a,b, alakú tagok szorzatát, amelyeket a következő sérmá- 
ban foglalhatunk össze: 
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2 902 5 TRI 2 3! ZORRO : 27 ERNE 
AD ABo sss. Bough. 
TO TDBoa sss. Abe 


nom og 


Az így kapott tagokat valamilyen sorrendben össze kell adni. 
Riemann tétele miatt nem mindegy, hogy milyen sorrendet vá- 
lasztunk. 


Itt az egyik leggyakrabban alkalmazott szorzási szabállyal, az 


ún. Cauchy-féle szorzással foglalkozunk. A 5, a, és 3 b, vég- 
n7-]i nt 1 


telen sorok Cauchy-szorzatának nevezzük a 


2 (ab a b, rt...Ha, bot ab 


n:l 


végtelen sort, amit úgy kapunk, hogy a fenti sémában álló elerme- 
ket átlósan összeadjuk, A következő gyakorló feladatban egy 
elégséges feltételt adunk meg a Cauchy-szorzat konvergenciá- 
jára. 


Gyakorló feladat 


14. Igazoljuk, hory ha a 2 a, sor abszolút konvergens és a B, b, Sor 
n7-]1 n7] 
konvergens, akkor a két sor Cauchy-szorzata 13 könvergens és értéke a két 


sor összegénék szorzata ( Mertens tétele). 


Megoldás: 


Vezessük be a következő jelöléseket: szg d, az al, 1- ő ba 
n—i n-1 


a- il 


fiz 


b, és végül 


e. 
575 Es F— 
rzl [ 


k 
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" 
a sz 3 (ebet dobpagt tp ogtatapbi 

Azt kell iga ol nunk, hogy líim a, —st; ehhez ag, és st eltérését kell megbecsül- 

nünk. Ezt a következő egyenlőtlenség felhasználásával végezhetjük el: 

(8) lg—sAZla — st 1185 — sé. 

A (8) egyenlőtlenség jobb oldalának második tagja tetszőlegesen KICSI, ha 

n elég nagy, igy azt kell csak megrnutainunk, hogy az első tag is tetszőlege- 


sen kicsivé válik, ha :: elég nagy. A a — st, különbség tagjait a következő 
sémán vastag betűkkel irtuk : 


aba az, am eg ai aba LE d] 
as dalba; nr egT ab, -—- 18 Ah, Ha e 


as aggy mom mg ab. 1" E a 1 am. 


Za Bis a - 10 eltellndk €n 10-i Aa — 1 HB OM A 


ab du Hot maj Ged : MERT ah, hl B 
1 Cl AL LL "SL SL E E EL E NN ENNI NN EN EE E EE EJ (ll ML E NEL EL EL EN EL EL E 


Látható, hogy a c,— s 7, különbségben szereplő a 5; alakú tagokra ít/7z 
zn-2 áll fénn. Ez azt jelenti, hogy ha n-et elég nagyra választjuk, akkor i 
és j közül legalább az egyik elég nagy ; ezt fogjuk felhasználni a különbség 
becslésekor. Legyén £—0 tetszőleges, előre adott szám és ny olyan index, 


En 


amire igaz, hogy ha i—i, akkor [bi é [mivel 3 b, konvergens, b, -Ü, 
ns] 


ha Ha e) . Fennáll továbbá az ís, hogy ha k tetszőleges szám, akkor 


kk sz 

8. aze (mive 2 a, abszolút konvergens, ez ÍS elérhető) . Légyen 
(51 nzl 

K-Ö olyan szám, hogy minden i-re [b] X teljesüljön (5,—-0 miatt van 
ilyen X szám). Ha még nz2no, ezzel biztosítjuk, hogy a a, —5s,7, különb- 
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ségben csak olyan ab j alakú tagok szerepelnek, ahol f és 7 közül legalább 
az egyik nál nagyobb, hiszen í-Hj--2ro. Az előzőek alapján a különbség 
abszolút értékére a következő becslést adhatjuk : 


I7—s iz 2, lajltójlk 0 kaleAz 
isna ka tizn 
ajsn ÍEH 


z8 ia [-- A 2 la [ed tKesrl(at K), 


ISna HO tÍZH 
és elat Kp tetszőleges előre adott számna its kisebb, ha ez elég kicsi, azaz 
n elég nagy. Az n indexet nyilván megválaszthatjuk úgy, hogy a (3) egyén: 


lőtlenség jobb oldalának mindket tagja kicsi legyen, tehát az összegük egy 
előre adott számnál is kisebb legyen. Ezzel az állítást igazoltuk. 


Feladatok 
3. Igazoljuk, hogy az 


1 1 1 (—Lyez 
1—atzegt ee FESS te ]n2 


sor átrendezésével adódó 
Il 1 4. Í 1 Hi Í 
3 2"3r7 4 


sor Is konvergens, számítsuk ki az összegét. 


11 t... 


5. Igazoljuk, hogy egy konvergens sorban akárhova zárájele- 
ket iktathatunk be, ezzel nem változik a sor összege, azaz pon- 
tosabban, ha 1—nj —n a... —znysz,.. tetszőleges természetes 


ür 


számokból álló sorozat, akkor, amennyiben 9" a, konvergens, 


ni 


fennáll a 
ai sz 7" kr1—1 
Haz E(i 9) 
nz1 ksl4 MHErk 


egyenlőség. Igaz-e az állítás megfordítása? 
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3 9. Tegyük fel, hogy a $ b, sor konvergens és az (a) SOT0- 
n:] 


zat monoton és korlátos. Igazoljuk, hogy ekkor a 


nt 


2 ab, 


ni 


sor konvergens (Abel-kritérium). 


x 10.A § a,és § b, sorok négyzetes szorzatának nevez- 
n-1 nil 
zük a 


9. (ajb,tab,t ... ta beta bat Ha bat a,b 
n-l 


végtelen sort. (Az a,b, alakú elemeket tartalmazó séma n-edik 
sorának és oszlopának első n elemét adtuk össze Itt.) Igazoljuk, 
hogy konvergens sorok négyzetes szorzata Is konvergens ÉS ÖSZ- 
szege a tényezők összegének szorzata. 
11. Számítsuk Ki a 
í és pa -T 
reg n! nep N! 


sorok Cauchy-szorzatát. 


12. Igazoliuk, hogy az 


döf ét 4 ANN e 73 n—1 u t 
CE) e szÖ Te) 


sorok divergensek, és Cauchy-szorzatuk ennek ellenére konyetr- 
gens, 


13. Igazoljuk, hogy a 
2 (Dee! 
B, jesz d 


nzi Vn 
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sor konvergens és önmagával való Cauchy-szorzata, azaz a sor 
négyzete divergens. 


ax 14. Mutassuk meg, hogy abszolút konvergens sorok Cauchy- 
szorzata 15 abszolút konvergens (a 14. gyakorló feladatot alkal- 
mazzuk). 


a 15. Igazoljuk, hogy haa 5 a, és 9 b, sorok abszolút kon- 
n-] n:1 
véergensek, akkor az a,b, alakú tagokból tetszőleges sorrendben 
képezett végtelen sor, ahol 7 és j egymástól függetlenül befutják a 
természetes számokat, abszolút konvergens. 


3. Hatványsorak és tulajdonságaik 


a —] 


Á pa a,x" alakú végteélén sort, ahol(a,) tetszőleges számsorozat, 


nú 


hatványsornak nevezzük, A 3. x" sor például hatványsor, amely 





nm sí 
Fr nm 1 r 
ix] 1-re konvergens és az összege TE ! tehát: 
—ek 
er í i 
2, xt- , ha jxli-t. 
n7-űü 1—x 


Azoknak az x valós számoknak a halmazát, amelyekre a 
(9 d aa 


hatványsor konvergens, a (9) hatványsor konyergenciatartorná- 
nyának nevezzük. Az x—0 nyilván minden (39) alakú hatványsor 
konvérgenciatartományához hozzátartozik, hiszen x—0-ra (9)- 
ből agyat kapunk. A következő gyakorló feladatokban megmu- 
tatjuk, hogy minden (9) alakú hatványsor konvergenciatarto- 
mánya vagy a Ű hely, vagy egy véges, 0-ra szimmetrikus inter- 
vallum, amelyhez egyik vagy mindkét végpont hozzátartozhat, 
vagy a (— cs, t sej Intérvallum. 
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Gyakorló feladatok 


15. Igazoljuk, hogy ha a (9) hatványsor égy xgpsÜ helyen konvergens, 
akkor minden olyan xere, amelyre [x1— lxpi abszolút konvergens. 


Megoldas : 
Alkalmazzuk a majoráns kritériumot. Mivel a 2 geg sor konvergens, 
nzű 


ván olyan K szár, hogy le ale k nunden ré. A 9. [a [XI sorhoz kön- 





n"-ü 
, .. , ax 
vergens majoráns sort keresünk. Mivel [a4- Ixgl, —]- 1. az 
fé. at 
ij 
albitzlalgti ZT eki 
A (7 hölletei 1 Xg u tg 





becsléssel kapott 


xi" 


2 Ki 


szü 








ca 


sor könvérgeéns, tehát a 9. ax" sor abszolút könvérgéns. 


Hü 


16. Igazoljuk, hogy a (8) alakú hatványsor könvergenciatartornáryya 
vagy csak a Ű hely, vagy égy véges, a Ú-ra szimmetrikus intervallum, amely- 
hez egyik, vagy mindkét végpont hozzátartozhat, vagy a (— sz, -k sa) Inter- 
vallum. (A konvergenciaintervallum hosszának felét kenvergenciasugárnak 
is nevezik ; a (— es, -F es) esetben azt mondjuk, hogy a konvergenciasugár 
végtelen.) 


Mepoldás: 


A (39) alakú sorról már láttuk, hogy x:-0-ra könyergens. Tegyük fel, 
hogy van olyan x- 0 is, amire a sor konvergens, és legyen H azoknak az 
let szárnoknak a halmaza, amélyekre a (9) sor az x helyén könvérgens. 
Ha H felülről nem korlátos, akkor az előző, 15. gyakorló feladat szerint a 
(9) sor tetszőleges x-re abszolút könvérgens, mert a feltevés szerint tetsző- 
léges x-hez van olyan xg hogy lalelegl és lle H, azaz az xg helyen a 
(9) sor konvergens. Ez ázt jelenti, hogy a hatványsor konvergenciatarto- 
rmánya a (— ca, - sa) intervallum, és mindenütt abszolút konvergens 15 a SOT. 

Vizsgáljuk azt az ésétét, amikor a H felülról korlátos. Legyen r a H felső 
határa; a feltevés szerint r:-ü. Megmutatjuk, hogy a (0) sor (—r, ")-ben 
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abszolút konvergens, ha pedig IxÍ-r, akkor dívergéns. Ha Ixl-aer, akk 

r definiciója szérint van olyan xo, hogy moléH és iszik, ami azt 
relenti, hogy az xg helyen (9) könveérgéns, tehát a 15. gyákorló feladat sze- 
rint az x helyen (9) abszolút könvergéns, Ha lxls-r, akkor Ixl d H, tehát 
azx helyen a (9) sor divergens. A (9) hatványsor tehát mindenesetre ( —p, pr 
ben abszolút konvergens, a könvergénciatartománya pedig (—r,r),[—r Fr) 
(—e, r], [—§, e] lehet. Hogy a négy eset közül éppen melyik áll fenn, azt 
mindén konkrét hatványsor esetében külön kell megvizsgálni. (Mint a kö- 
vetkező gyakorló feladat mutatja, mindegyik eset elő is fordul.) 


áz Határozzuk meg a következő hatványsorok könvergenciatartomá- 
nyát: 


a) 9 (13) xtt; 
1 Fi 


A; 


b) y nix? ; 
a-ú 
— ax 


77 aza (r-t 2) ; 


ax 


d) — ; 
no?! 


— f-1iy-d 
el s ED a; 


azi A 


§) 


nz] 


ln a 





H 
Megoldás: 


a) A gyökkritériummal vizsgálhatjuk az abszolút könvergertciát : 


FT 


. V ln: . 147 
lirn 1-5) lag" — him [7] rx1— hole, 
netan H " 


ind 
I am 
tehát jelez ésetén a hatványsor abszolút konvergens, lx]5— esetén pedig 


divergens. A könvérgenciatartornány megállapításához még a 4. helyéket 
kell megnézni. A Ü 
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ni l ni l 
14—] " — 
2 ( 5) e" 


sor könvergenciájának vizsgálatához használjuk fel a III. fejezet 18. fel- 
adotában bizonyított 


1 rt 
17-- 
Zrt ( H 2ntl 


— me 


21-11 e 2842 











egyenlőtlenséget. Ebből következik, hogy 


10) Jn 991 I ,1 s og o /2niki 
e. zzz — —— 
2n-ti1 H e 21-42 


Mivel 





H 


tm ( 2 J [( l já tl 1 
m sz lim 1 — — c 
int1 me A. 2n-t1 Va 


rt 


2zatiy 1 o 4mréjdnaz og 
lim - lim 1] — —-— -— , 
mara KZHEZE eg 2n-t2 Ve 


ézért a (10) egyenlőtlenségből a , rendőrszabály" alapján: 


im — ! - ——— , 


vagyis a sor r-edik tagja ném tart 0-hoz, tehát a sor divergens. Ebből nyil- 








és 








l RNS 
ván következik, hogy a hatványsor a —-— helyen 15 divergens, h szen a 
e 


sz I ni 1 
20 (2 ri 


sor tagjai nem tartanak 0-hoz. A hatványsor koönvergenciatartománya tehát 


1 1 
a (-. :) riyilt intérvallum. 
e € 
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b) Itt a hányadoskritériummal célszerű vizsgálni az abszolút konver- 
génciát : 
(rk Lragt ő 
———— ee zz[r11]) [xx], 
nix ) hi 


ami -4 ee-hez tart, ha x- 0, így a hatványsor xs 0-ra divergens, a konver- 
genciatartomány egyetlen pontból, a 0-ből álló halmaz. 


c) A gyökkritérium alkalmazásával a következőt kapjuk : 


hn 


; ELÉM sz him MERLE RR mg] 
Hm nin 2) neten 1 ,— i 
lt Vu Vni2 


tehát ha Ix[-1, a sor abszolút könvergeng, lxt-l esetén divergens. Az xzi 
helyen a 


— i 
2 nin 2 











he 


sort kapjuk, ami könvérgens [meri például a ha — könvergens sor majo- 
azi? 


rája), ugyancsak könvergens az x— —1 helyen is, tehát a hatványsor kon- 
vérgérnciatartománya a(—1, 1] zárt intervallum. 
d) A hányadoskritérium alkalmazásával a következőt kapjuk : 
elettani hal 


— slim S z0), 


mas É-H1A! la] a— ra (t-1 





tehát a sor, tetszőlegés x-re abszolút konvergens, a hatványsor konvergen- 
ciatartománya a (— ss, 4 ve) mtiérvallurn. 


el A gyökkritériumot alkalrnazzuk : 


lat ix 


me Va 


lehát a sor [x]1-1-re abszolút konvergens, lxl-—-1lre divergens. Az x—I 
helyén a 


sül CSAT Vé 


a] H 





li 








sor könvergens, az xs —- 1 helyen a 
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—a 1 
n:-14 "1 


sort kapjuk, ami divergens. A hatványsor könvérgenciatartománya léhát 
a (—1., 17 félig zárt intervallum. 


f) A hánvadoskritérium alkalmazásával a következőt kapjuk : 


ln (r-t H1 1 
Irri in tut b) , lar H- —- —— 
nen üTFI lna [xx] 
inín-t1) tt 
— tim DEE felme [d 
n-rn in PR 1-1 


tehát a hatványsor lxf-1-re divergéns, Ix]-1-re abszolút konvergens. 
Az xz]1 helyen a 


in 





AD a 


I H 
sort kapjuk, ami divergens, mert — In rz 1, ha 1-2 miatt — a 3 a diver- 
n":] 


gens sor egy minoráns sora. Az x— —1 helyen konvergens sört kapunk, mert 


Inni Ím vi , 
— — monoton fogyó és e ha 1-- ss, Így a 
!! fá 


— Ín 


2, 1 7 


r—] 





sor Leibniz-típusú könvergens sor. E hatványsor konvergénciatartománya 
tehát a [- Í, 1) félig zárt intervallum. 


A Y ax" hatványsor összege a konvergenciatartománytan 


nsű 


x függvénye, Az f(x) függvényről azt mondjuk, hogy a pa ax" 


hatványsor összegfüggvénye, ha a konvergenciatartomány min- 
den x elemére igaz, hogy 


feJ- § at 


röl 
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Gyakorló feladatok 


18. Igazoljuk, hogy a d ax" hatványsor tagonkénti differenciálásáva ! 
nzaúj 
kapott 9 maxi hatványsor konvergenciasugara megegvezik az eredeti 
":] 


natványsor könvergenciasugarávat. 


Megoldás: 


Mivel ia xs na itala na Hart a derivált sor könvergencia- 


sugara nem lehet nagyobb a pa dx" sor konvergenciasugaránál. Ha tehát 
nsb 


b 2 ax csak x—0-ra konvergens, akkord n ax! is csak x—0-ra lehet 
a-ű nzű 


könvérgens. Tegyük fel, hogy a könvergenciasugár rs-0, ahol F értéke es is 
ehet. Azt kel! igazolnunk, hogy ha 0--lxt-zs, (ha r— sz, akkor tetszőleges 
x-re), akkor a tagonkénti deriválással kapott sor abszolút konvergens az 
x helyen. Válasszunk egy olyan xy helyet, amelyre [dd] x-zr. Alkalmaz- 
zuk a következő becslést: 


x r 
Fe ! da gő Ala lixzgdő, 
t 


Hi 
(1 1) na] lax -1 — —— 
ix] xg 





anol A ol an konstans, amire 


H 


E KE Új 
[xi 


—] -K 





fennáll. Az egyenlőtlenség nyilván teljesül alkalmas K-vat, hiszen E: et 
x 





; , Hi] Xx Hi ú 
miatt hm —— [— ! —0. 
A 
2, Klallagl 


n:tl 
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sor xy választása miatt konvergens, tehát (11) szérint a majoráns kritérium 


alapján a 3. na xx?) sor abszolút konvergens. 


nrz] 


Megjegyzés : 


Az eredmény wsmeételt alkalmazásával következik, hogy égy hatványsort 
akárhányszor differenciálhatunk tagonként, a kapott hatványsoroknak 
mindig ugyanaz lesz a koönveérgenciasugara, mint az eredeti hatványsoré. 
Ha a könvergenciasugár véges, akkor a kenvergénciaintervallum végpont- 
Jaiban megváltozhat a deriváltakból álló sor viselkedése, előfordulhat, hogy 
valamelyik végpontban az eredeti hatványsor könvérgens, de a deriváltakból 
álló hatványsor díivérééns. 


na 


19. Tegyük fel, hogya d ax? hatványsor könvergénciasugara r-0 és 
1-ű 


legyen a olyan szám, hogy falfar (lL a tetszőleges, ha a konvergencia- 
sugár sal. Igazoljuk, hogy a hatványsor fex) összegfüggvénye dierenciál- 
ható az a helyen és 


(12) /4azd nag], 


nH— li 


azaz a tagonkénti differenciálással kapott sor az összegfüggvény deriváltját 
állítja elő. 


Megoldás 


A 18. gyakorló feladatból tudjuk, hogy a (12) égyénlőség jobb oldalán 
f(x)—fla) , 
—— 2 . [6- 


XX — d 


álló sor konvergens. Csak azt kell igazolnunk, hogy ey lim 
A-tri 


tezik és egyenlő a sor összegével. vezessük be az x— a— kh jelölést, ekkor 
xszat bes h-ra lat [dl e 15 teljesüljön, Azt fogjuk megmutatni, hogy az 


(a hh— (a . : 
E Je) kü önbségi hányadosnak és a 9. na a] sor összegének el- 
fi ns] 


térése tetszőleges, előre adott számnál is kisebb, ha IA( elég kicsi. Írjuk fel 
először a különbségi hányadost: 
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(fta1)-ftap— P a tar hj" — B, a) mm 
ja neti 


HÚ 


ET 


] 
— 2 ata hat 


—— 


— b a (ar hr ala— ht... ba. 


tz] 


Az átalakítások jogosak, mért a szereplő sorak könyvergensek. Becsüljük 


Ím a 


ezután a különbségi hányados eltérését a pa na a! sortól; 
az] 


76ftar)-f(a- $ naatrt[- 


Hz] 





ke 


2, a a-ny a ata hr... 


Hz] 


3 ar — matt — 





X alta 


n5sl 


(Í34  — 





FL ha at hy-42ala- hytJa ... 1(n— Det] sz 





9) (ale IRD, 


[4] pa as 


hi 


itt felhasználtuk, hogy a ha a n(n—1jxt7t sor, ámi a p3 ax" hatványsor 
n—í2 n-ű 


tagjainak második deriváltjaiból álló háatványsor, abszolút konvergens az 
lab--lAlr helyén. Válasszunk most egy olyan ag számot, amelyre [a]-- 
FIA lxgb-zr és a (13) becslés végén kapott sort felülről becsülhetjük a 


mer ) hg n2eK 


poll 
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— 7-1) (ala gya) ét... (etet — e — yi — 


számmal, igy azt kaptuk, hogy 


fiat h)—fla a sal 
meresi 3 na a? [elk 


nzi 


ami tetszőlegesen kicsi, ha 1Ai elég kicsi, és ézzel igazültuk az állítást. 


Feladatok 


16. Határozzuk meg a következő hatványsorok könvergencia- 
tartományát: 


a) 2 er 


nú 

-—-a n—1 
b) 2 grrl XT; 

J feri xi 
7 EVE 


I7. Határozzuk meg a következő hatványsorok köonvergencia- 
artományát és összegfüggvényét: 


a) 9 nxr-l; 
nz]i 
—a (n—1)xi 
b) y, EZ ; 
szi 


nm 


c) 5 n(ínil)xt. 


An 


x 15. Tegyük fel, hogya 3 ax? hatványsor konvergencia- 
n7-Ú 


sugara r:-Ü, véges szám. (Ekkora 9 ar"x" hatványsor kon- 
n:ü 
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vergenciasugara nyilván 1.) Igazoljuk, hogy minden ix] 1 szám- 
ra igaz a következő egyenlőség : 


9, ar"x"—(1—x) 3 (agtajrt...karxt 
nzű 


n:f 


X19. Tegyük fel, hogy a 5, a,x" hatványsor konvergencia- 
nt-ü 


sugara r0 véges érték és ha Ixj--r, akkor jelöljük az összeg- 
függvényt f(x1-szel: 


JO) d ax. 
n-ü 
Legyen továbbá a hatványsor az x—r helyen 15 konvergens és 


szd art. 
nzü 


Igazoljuk az előző, 18. feladatban szereplő azonosság felhaszrá- 
lásával, hogy 


lm fÉxjms 
x-rŰ 


(Abel tétele). 
20, A Cauchy-szorzás felhasználásával igazoljuk, hogy az 


dl 
9-7 


függvény, amelynek értelmezési tartománya az összes valós szám, 
eleget tesz a következő egyenletnek : 


fajt xgzfixgflxekh 


ahol xy és x, tetszőleges valós számok. 


21. Az előző feladat eredményét és a hatványsor összepfügg- 
vényének tulajdonságait felhasználva mutassuk meg, hogy 


8 


x 


xT 
€ —-— — 
ri p A. 
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4. Taylor-sorok cs néhány alkalmazásuk 


Az előző, 3. pontban igazoltuk, hogy egy hatványsor a konver- 
genciaimtervallum belsejébén tagonként akárhányszor differen- 
ciálható és a tagonkénti deriválással kapott sor összegfüggvénye 
az eredeti batványsor összegfüggvényének deriváltja. Keressünk 
ennek alapján összefüggést a hatványsor összeefüggvénye és 
együtthatói között, 


Tegyük fel, hogy a 5. a,x" hatványsor könvergenciasugara 
a—-—ü 


ném nulla és a könvergenciaimtervallum belsejében 
(14) fd Y a 
n7-ű 


A (14) egyenlőség mindkét oldalának k-adik deriváltját véve azt 
kapjuk : 


(15) féNxj 5 a, nín— 1). . .(n— kt hxset. 
nk 


A (15) jobb oldalán álló hatványsornak a könvergenciasugara 
megegyezik a (14) egyenlőség jobb oldalán álló hatványsoréval, 
és a konvergenciaintervallum belsejében mindenütt érvényes az 
egyenlőség. A (14), 1(l. a (15) egyenlőséget az xzű helyen véve 
kapjuk, hogy 


M0)— ag, 
FUOJ za," kt, 
ahonnan a (14) hatványsor együtthatóira a következő képlet 
adódik: 
nt] 
a af) 
Ú n! 


n—-ü, 1, ... és AEMG- AÚ) Ennek alapján a (14) hatványsort 
így 15 Írhatjuk : 





k-) 
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rt) 
TD), 


n! 





(16) 169- 


Ha most olyan f(x) függvényből indulunk ki, amely a 0 pontban 


za FÚ 0 
akárhányszor differenciálható, ekkor felírhatjuk a 9 kes x" 

n7-ú : 
hatványsort, amit az f(x) függvény 0 helyhez tartozó faylor-sorá- 
nak vagy Maclaurin-sorának nevezünk. A következőkben azt 
vizsgáljuk, hogy egy adott, a 0 helyen akárhányszor diífférénciál- 
ható ffx) függvényhez tartozó 


rra er 
5 / (0) 


H 
ni 





(17) 


HE 


Taylor-sor a konvergenciatartornányában milyen feltételek mel- 
lett állítja elő az f(x) függvényt. Ha eleve tudjuk, hogy f(x) egy 
hatványsor összegfüggvénye, akkor (16) szerint az őt előállító 
hatványsor azonos a hozzá tartozó Taylor-sorral. Mint a követ- 
kező gyakorló feladat mutatja, előfordulhat hogy (17) az egész 
számegyenesen konvergens, de a € hely kivételével sehol sem ál- 
lítja elő a függvényt. 


Gyakorló feladat 


20. Igazoljuk, hogy az 


xE 
Fe e , ha x-üÜ, 
xis 
Ül, ha x—ü 


függvény 0 helyhez tartozó Taylor-sora mindenütt konvergens, de csak a 
0 helyen állítja elő a függvényt. 

Megoldás : 

A III. fejezet 18. gyakorló feladatában igazoltuk, hogy telszőleges 150 


egész számra /V(0—0, tehát az f(x) föggyény 0 helyhez tartozó Taylor- 
sora tétszőleges x-re konvergens és 
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bi Ü- x"zű, 
a—ű 


A függvényről tudjuk rég, hogy ha xs 0, f(x):-0, tehát a Taylor-sor csak 
az xz 0 helyen allítja elő a függvényt. 


A III. fejezetben megmutattuk, hogy minden olyan f(x) függ- 
vény, amelyik a 0 hely egy környezetében (n-- 1)-szer differen- 
ciálható, a Taylor-formulával a következő alakban állítható 
elő: 


fegz FED a SZ 
kzn Ke 


nri 


. (n41ly j 


ahol § egy alkalmas, 0 és x közötti hely. Tegyük fel az /(x) függ- 
vényről, hogy a 0 egy környezetében akárhányszor differenciál- 
ható és az 


pet i (E verráe 
(1-1)! 


maradéktag a 0 hely adott környezetébe tartozó x-ekre 0-hoz 
tart, ha ri tart végtelenhez. Ekkor a 


rkx)e 


mt-t ea 


i te fér : jerk 
lirmn — 4 ——— xF ]— zol xntl 
[769 2 EI X Jim GED? Ü 
összefüggés miatt a 0 adott környezetében az f(x) függvény 
Taylor-sora konvergens és előállítja a függvényt, röviden: az 
f(x) függvény a 0 körül Taylor-sorba fejthető, 
A Taylor-sorok egyik fontos alkalmazási területe a közelítő 


számítások. A gyakorlatokban erre is mutatunk majd néhány 
példát. 


Gyakorló feladatok 
Z1. A megfelelő Taylor-formulák felhasználásával igazoljuk, hogy tet- 
szóleges valós számra érvényések a következő sorfejtések : 
x ax ax 
s pl -B 


a 6 z1]—-—- mi lle —F. eg; 
I! 2! 1! 
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x nr 


KR — e — —- 1 FH... .; 
0 Snxzx 31751 i 71) (nt 1)! 
1 xi x ( py el 
CA Cin TE Tat gt sa. (ni mars 


Megoldás: 


a) A feladatot a III. fejezet 23. feladatában megoldottuk: 
b) A sin x függvény 0 helyhez tartozó Faylor-formulája : 








3 ő -1 
in xzx-—h—— , . . 4(—1yy——— rt 
enxzxegp si KELTETT 
—(—1y sind 

1 t2n]! 
tehát a maradéktagot tetszőleges x-re így becsülhetjük : 
4-1 xT sin éj bel 
RÉTET BÉG 
Mivel 
a 
Ixl 20) 
í2m! 


H7t aa 
tetszőleges x-re fennáll, a sin x sorfejtése az összes valós számra érvényes; 


c) A b) feladat megoldásához hasonlóan járhatunk el. Írjuk fel a Taylor- 
formulát: 


xx s 
cos xz1 BE TTÉ ,..-5(— Vagt gye TATDT sin é. 
A maradéktag 0-hoz tart tetszőlégeés x-re, mert: 
ene A. gin ele PT, 
(2n-3- 1)! : (2znrl)! 
igy 
ére 


. dx 
hm — -—-— —1. 
(3n-3-1])! 


met ér 


Á cos x sörfejtése tehát az összes valós szárnra érvényes. 
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22. igazoljuk, hogy ha Ixi-- 1, akkor érvényesek a következő sorfejtések : 


pi Ki 
a) In (1 4)—x— br Éh...r(—1yi-l elötti 
2 3 HI 


(használjuk fel, hogy a hatványsor tagonként diflerenciálható): 


Bi are) xe[ 5) vagi e ÉKE 
2 HI 


a telszülegés valds szán, 


a . ata—1)...40—14 1) 
nm nr! j 


[2 sor összegét f(xt-szel jelölve vizsgáljuk az 


.a 


Fát d 
————  tüggvényt, III. ennek 
(Iga egVeNY 
deriváltját) ; 


xi x5 xi 
c! arctfxh—hx——t——,, .t(í-Ir 
3 5 21731 


. Vizsgáljuk meg, mit mondhatunk a könvergenciaintervallum végpont- 
jaiban. 


F.a 





Megoldás: 


al A 17.el gyakorlatból tudjuk, hogy az a) egyenlőség jobb oldalán 
álló sor a (— 1, 13-ben könvergens. Jelöljük /f€e)-szel a sor összegét Íxl--1-re 
és mutassuk meg, hogy f(x) — In (14x)E0a(—h, 1) intervallurnban. A. hat- 
ványsor dilferenciálhatóságából következik, hogy 


1 


£()71—xtxf—...3(—1y-lar-l a, 
14 x 


ha [Ix]-—1. Mivel! 





(In (1 pay e , 
1-tx 


azért 

tét) —in (15 x)) 50, 
ha lxtzl, tehát /(xY—in (1 4xjsc (konstans) a (—1, §3-ben. Az x—0 
helyen /(0)— In (14-85—0), tehát /(x)—]n(1--ax)s0. Még az 1 helyen kell 
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megvizsgálni a sort; de Abel tétele szerint (1. 19. feladatd, mivel a hatvány- 
sor x— 1-re konvergens és in (1--x) az £ helyen Folytonos, itt is fennáll az 
a) egyenlőség, tehát 


l 1 (—1j-1 
In 2—1—-34—— .. .FH—— tk 
Z 3 HA 


Ezt az erediményt már az I. fejezetben más eszközökkel 15 mégkaptuk. 
hi Először azt kell észrevennünk, hogy ha 50 egész szám, akkor a b) 
[rra 
egyenlőség jobb oldalán egy véges összeg áll, mert ha a- n, akkor ! J-0. 
tf 


Könnyű észrevenni, hogy ebbén az esétbéen a binomiális tételt kapjuk, 
azl, 5b—x választással, amit az I. pontban tgazoltunk. Tégyük fel, hogy 
as0. 1, .... mo... ; ekkor valóban végtelen sort kapunk. Mutassuk mee, 
hogy énnék könvergenciasugara 1; alkalmazzuk a hányadoskritériuműat : 


; ét et 
lirn ati : xi 
nema kiATI u 


ami azt jélénti, hogy a sot lx]-k-re könvergéns. Jelöljük a sor összeget 
tax) 
(1-k- xy" 





s hm 


H-t ey 


nti 





éz —-H 
leh [xd, 


füeyszél és mutassuk meg, hogy ef xi — s], ha Ixf— 1. Először íga- 
zöljuk, hogy gfx)s0 a (—1, 19-ben: 


OJAN area ra FOI 4 xJ— afta) 


xx) (I 4xjét (1 FENETES NN : 


A számlálóban álló kifejezés: 


FEJU to) afügztl raj Hi () att-i err "3 (5) xi — 
Hzz( 


azl 


jött [3 ez ét 
2[olr0- 0] 
(r-- E) ( Je (5) — 
nti H 


Hi eln —lLh.. (m— mt né —1). , (sz — Fal 
EE EE gr 


mert 
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Mivel gitt Ft0-1, ezért f(x s(ít-xy. Ha a-ról mást nem tészünk fel, 
akkor általában ném tudunk mit mondani a — 1, ill. 4-1 helyen a sor kon- 
vergenciájáról ; ezt speciális £-kra külön kell megvizsgálni. A kapott $0r- 
fertést binomiális sornak is nevezik. 


rt) Az a! megoldásában alkalmazott módszerrel juthatunk itt is célhoz. 


sb 4] 
Előszür határozzuk meg a h (1 

nzí 
rmányát. A hányadoskritériumöot alkalmazzuk : 





hatványsor könvergénciatarto- 
2nt1 


elért! 35—1 —  2n—I 


lm TS —]— IIIr: 
nam 881 lajérrt o. 2nel 








xx, 


tehát a sor lx[51-re divergens, lxj-1-re konvergens. Az x—l1 helven a 


— 1 
9. (—1y —— sor Leibniíz-típusú, tehát könvergens; az x— —] helyen a 
a-ü 2nr1 


B. ( — gyei 1 
2n1-1 


Lét 





sort kapjuk, ami szintén könvergens; Így a hatványsor 


a [— 1, 1] zárt imtérvallumnmban könvergens, Jelöljük ACv)-szel Ixl-1-re a sor 
összeglüggyényét és vizsgáljuk a gíxizf(x)—arc tg x függvényt. A függ- 
vérry deriváltja ; 


1 I 
1-7 a i 








sz 9 (—1Yxn— 
a-ű 


ha Ixlzi. Mivel s((h—(0)— arc tg (04—0, ezért IxI-—1-re efx)—ű, tehát 


az 3.1 
li , ., . x 
a c) sorfejtés (—1, 19-ben mindenesetre érvényes, Mivet a ) 1 z Ti 
Azü t-t 





hatványsor xztlere í3 konvergens és az arctg.x függvény az x—m TI 
helyeken folytonos, Abel tétele szerint a sorfejtés az egész zárt [—1, 1] 
intervallumban érvényes. Az xsz1 helyen a sor összege tehát: 


arct 1-5] ll ni t1(—I[y" 
ún tutluk ur ug Mldő 2141 





Ten eg 


ézzel : kiszámítására újabb, alkalrmnas sört kaptunk. 
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23. Adjuk meg a következő függvények Ú körüli fayvlor-sorfejtését : 





a) sinta; 
1 - 
b) In — ; 
1—x 
1 
c) ; 
Fix 
ln(1--x 
d) ———— — ; 
/ 1-3-x 
) 1 
j x2- szk 
Megoldás: - 


a) Eljárhatnánk úgy is, hogy a sin x függvény 2i. gyakorló feladatban 
megadott sorelőállítását használva, a hatványsor önmagával való Cauchy- 
szorzatát képezzük. Most egy rövidebb, gyorsabban célravezető utat köve- 
tünk. Használjuk fel a következő trigonömetrikus azonosságot : 


1-cosZx 1] 
(8 sin re (1—cos 2x). 
2 2 
A cos 2x sorfejtése minden valós számra érvényes; 
- 2 gy? E — —]iY CC — x. 
cos 2x 2 KTGTÉSE ES ÁNTETTÉS 
A (18) egyenlőség felhasználásával ezt kapjuk : 


mn-] 

(Zn! 

a sorfejtés (— ea, 4 se)-ben Érvényes. 
bh) Használjuk fel az 





1 


sin xs pa (—1yrri 
ns]1 


1-4-x 
1 — —]n(1-tx)— In (1 — x) 
1—x 
logaritmus azonosságot, amelyik lxl-c1-bén érvényes és az In (1-4.x)-re az 
előző feladatban kapott sorfejtést (In (1 —oxjsln 1 --f— xx): 

2 3 A 


Index h...4(-1yaÉ s 
níl--xiza Fi 7 ao " ég 
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42 3 4 et 


Az első sorfejtés (— 1, 1]-ben, a második [— 1, 11-ben érvényes (— 1, 19-ben 
a két sor különbsége ís konvergens, tehát 


1-t-x xi xtnal 
Ir —- sz X 4 mk . , . 4... . 
1—x 3 2n11 


c) Az adott függvényt (1-xy £ alakban irva látható, hogy a 22.55! 





; . 4 l 
gyakorló feladatban kapott binomiális sort kell 7z esetre felírnunk. 


számítsuk ki először az együtthatókat: 


1 1/ 1 1 
—-i —--[f —-—-i)...[ —-—ni-t 
2 ( 2 ) ( 2 ) 1- 3...(2n—1) 


F—— re  — , ——  ——  —  — —f— Ly" 


u 1! 27 n! 
1-3. 21 
- d... .2n 


Vezessük be az 1: 3... .(2n—1)sí2n—1jt! és 2" 4d...2n-é2mtt (oly: 
21—1, ill. 2n szemifaktoriális) jelöléseket, így a következő sorfejtést kaptuk : 


-(- 1)" 


(19) 





(2 — 
z[- CI 
LEV 


A sor [x]-1-re konvergens. Az I. fejezet 15. feladatából tudjuk, hogy 


(2-1! 
(2n)i! Hl 


H-t ara 


ss mivel ZZDT ént VT! 18) jobb oldalán álló 1-re Leibni 
€ I6él — ——, , -—— ad ü oldalan alla sar xY— 1-re LEIDIZe 
íémiti!  (2n--2j!! 7 űi 


l 
tipusú sot, így könvérgens. Áz ——— függvény az x—1 helyen folytonos, 


Virx 


tehát Ábel tételé szerint a (19) sorfejtés x— 1-re is érvényes, tehát a konver- 
genciatartománya (—l, 1 


d) A függvényt írjuk 


1 
——— In (1-- 
171-x (1-4x) 


32 


alakban. Innen látható, hogy a tényezők sorfejtéséből célszerű Cauchy- 
szorzássat előállítani a függvényt. A tényezők sürfejtése ; 


———1—xtxt—xtk,..-4(—Ij tata... 
1--x 
Za 4 x" 
xx xx 
lni —xisx——————t.,,--(—i mel kh. 
( ) Z 3 4 — 1) H 


ExI-z1-re mindkét sor abszolút könvérgeéns, igy a Cauchy-szorzatuk 


In (1-4 x) 1 i 1 
FE zx-[14-]224[15—-64-) a... mr 
iz" ( )- vs ) 
1 1 
4(—gyt [14—-. ae. 
2 "on 


lx]1-1-re abszolút konvergens, viszont x-z l-re divergens, mivel 


1 iÍ 
1-—2 . ..-Fec— ez, ha Ha cs. 
A H 


e] Alakítsuk át először a vizsgált kifejezést : 


I (x—2J-(x-3) I I 


————ö 
tr TT—rr——— — 


k-5zté (x—2j(x—3) x—3 x-2 








1 1 il 1 
2 x 3 x 
1-£ " 1-- 
2 3 
l 1 o. ak b, ; a 
AZ , —— függvények sorfejtését az TEX függvény sorfejtéséből kap- 
xx uru- 
1-2 1-T 
2 3 
hajtjuk még: 
! zat; 0 4 atta ha ixl-2 
—— K . . a. TH — he sg xs d, 
x Z 2 
1—- 
2 
l 1 l l 
6 -1-—x4t— xít...F—xh..., ha hallék 
1.3 Tag ga 
3 
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A keresett sorfejtés ( — 2, 2]-ben érvényes ; 
l 1 he 33.93 a jirl. mr 
—————e r-t — Yt——— — — . . . . F— 
x2—Sxi6 6 36 Sz pgadlttáltumar"zzuuzt tllő 


24. Igazoljuk az 


1 1 z 
ZÜ)  árctg—d-arc tg ——-— 
( 8 E 7 7 


azonosságot, és felhasználásával számítsuk ki 7 értékét 10-5 pontossággal: 


Megoldás : 
A felirt azonosságot igy igazolhatjuk : 
l 1 


—-4t e 
[o c tg. Fátrc e E zz] 
ar —:h 3 — kh — MEN 
A 3 7 


I 
1 —-— 
2 3 


innen pedig következik a (20) összefüggés. A 22.c) gyakorló feladatban iga- 
zolt sorfíejtést használjuk : 





tt 1 1 111 (—-iY I 
(21)  arctg—————- —t-r ——... FE  — 4... 
Baz 3 Bs geg zet 
1 1 1 i 1 I —[y 
(22) — arcig————— rt —4— rt — e... szot át SNT 
3 3 3 34 5 § 24n-kl 3é-l 


A (21) és (229sor is Leibniz-tinusú, tehát alkalmazhatjuk a 4. feladatban mep- 
adott becslést: az 5-edik részletősszeg eltérése a sor összegétől abszolút ér- 
tékbén kisebb, mint az 1 1-edik tag abszolút értéke. Ha mindkét sorból 
annyi tagot veszünk, hogy az összegtől való eltérés 10—§-nál kisebb legyen, 
akkor a két közelítés összegének 4-szerese a (20) összefüggés alapján 10—5- 
nél kevésébbel fog eltérni :r-től. Áz 


l l 
(Znrbjzzrtl 106 


egyenlőtlenség s 8§-ra, az 


1 I 
eni n)zzat 196 
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egyenlőtlenség isz 7-re teljesül, igy a (21) sörből / tagot, a (22) sorból 6 tagot 
kell vennink, ezzel r értékét 10-5 pontossággal megkapjuk. A részletes 
szárnolás elvégzése után rr— 3,14 159 adodik. 


25. Igazoljuk a 23.b) gyakorló feladat felhasználásával, hogy az 


1 


: - 2 —— 4 ———  —— tt... 
(23) lIní(4kt1- inek Én JOKTTY 


1 
EZT TT a za 
" ENEDGKEDET ) 


azonosság KE T-re fennáll és számítsuk ki ennek felhasználásával Ín 2 értékei 
10—? pontossággal. 


Megüöldös : 





1 
Alkalmazzuk a 23.b, gyakorló feladatban kapott sorfejtést RÉT fg, 


1 
ahol kéT [ 0-£———-1 miatt a kapott sor könvérgéns ] : 
2tr--l 


1 -- ——— 
2k3-1 k41 
—r— sz]Ín - 
1 K 


] — 
2k-trl 


Ir 





1 I I i 
sz ——— th E ——— Tt , , , 4t——- —,—,———— —— TT. aa ha 
(Gr 30ki1y (Orr 1X(2kr1jés e] ) 
ezzel az állítás első részét igazöltuk. . 
Ha a (23) előállítást £—1-re alkalmazzuk, ezt kapjuk : 
2 z 


2 2 
— — epe — fe nna e ———. f dea 
(24)  lIn2 373. atz zt TÖnETBÉTT 


A (24 sor összegének a sor n-edik részletösszegétől való eltérését a követkszó 
módon becsülhetjük : 


mo e(2.2 , 2 ú 
nee tz za ön egjzér-i 


2 
e 2 hxI s —[14-4—4... 
ünzgamit szarás ( 9" gi ) 
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2 Í l 


(ne ZER 1 4főne1gyzn-l 7 


Olyan n-et kell keresnünk, amelyre a becslést 10—8-nél is kisebbé tehetjük ; 
sz n—§-re már teljesül, így In 2—0,693 147 180 adódik. 


. Ha adottegy Cor És sees las... SZÁMSOTOZAt, akkor képezhet- 
jük a sorozat tagjaival mint együtthatókkal a 


2, ax 
n7-ü 


hatványsort. Amennyiben a kapott hatványsornak az r konver- 
genciasugara pozitív, akkor az Ix1-—r-re definiált 








f9— 5 ax 


nz d 


függvényt az adott sorozat generátarfiiggvényének nevezzük. 
A generátorfüggvény vizsgálatával sok esetben olyan kérdésekre 
18 választ kaphatunk, amelyek az eredeti sorozat lényeges tulaj- 
donságáira vonatkoznak. 


Gyakorló feladatok 


ző. Az 





függvény sorfejtésének felhasználásával igazoljuk, hogy 


Tr 


17 x 
tetszőleges a pozítív egész számra igaz a következő összefüggés : 


5 6)-OGJgEJ e 


Megoldás : 
A 23. c) gyakorló feladatból ismerjük az Ix1-—1-re abszolút könvergens 
sorfejtést ; 


1 1 1" 3 22— 1) !! 
aal xtől 2, (rgy EZ ) 


(26) köztkdlllltstdkék 
iirz 2 24 VIT 
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Az n-edik tag együtthatójának abszolút értékét így is írhatjuk : 


tén lyi! 1-2 3... .(2n—-lUzn 1 én 
Cörjit 0 227-(-2.ony j 


A (25) összefüggésről sejthető, hogy egy Cauchy-sorozattal kapott hatvány- 
sor együtthatóival szoros kapcsolata van. Képezzük a (24) sorfej tés négyzetét, 
ami IxI--1-re konvergens, felhasználva az együtthaták (27) alakját : 


s-GzJ00L- 
A Ő A [777 
SET) e] 


l . ha 
ÁZ Ez függvény sörfejtését lx]--I-ben már ismerjük : 
FAX 


(27) 


An 





I 
—— [I — xi xt—x3 . . . t(—1 FX? an. 
1 t.x 


Mivel a hatványsor az összegfüggvényének Ő körüli Taylor-sora, a függvény 





I 
egyértelműen meghatározza a sorfejtésben szereplő együtthatókat. Áz TEg 


függvény kétféle sorfejtésében az azonos kitevőjű x hatványok égyütthatói 
megegyeznek : 


(—IN" d ff 2n 24 (2n—-2 Zn 
-E s.k —(-I1Y, 
éz pedig ekvivalens a bizonyítandó (25) összefüggéssel. 


27. Az ugs0, új 7—1, t,azt, ua rekurzív definícióval megadott FL 
bonacci-sorozat (1. 1. fejezet 26. gyakorló feladat) rr-edik tagjára adjunk meg 
éxplicit képletet, azaz olyan (ím algebra: kifejezést, hogy minden 11-Te 
u, — Fr) teljesüljön. Használjuk fel a Fibonacci-sorozat generátorfüggvényét. 





Megoldás : 
Írjuk fel a Fibonacci-sorozat génerátorfüggvényét : 
(28) fő)zug buja buzyiá apott s. 


Az a célunk, hogy /f(vej-et meghatározzuk. Először megrautatjuk, hogy a 
(28) jobb oldalán álló sor könvergenciatartománya nem csak a Ű szám. 
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Mivel ug ei, ujz2, és ha w -27, u, ezt, akkor 4 sek Hua zek A két tagot külön sorpafejtjük : 
n41 na2 az : a - : mtloonrt., rtl 
pt zt, tehát teljes Indukcióval igazoltuk, hogy s -c2". A 






























































1 1 5-1 1 
3 lee 14V5 S V5-1 
n-ű HC 1 Fs5-1I E -- 7 E 
sornak majoráris sora a , — ME — 
Fs-1 /V5-1N , (5-1 3 
ta ezi kini x XS. ,.T 
2 za 2 2 2 
n-Üü ui 
I 1 n 5.1] r-t] 
sor, ez pédig xI-e5 re konvergens. Így f(x) sorfejtése ixlzz ere biztosan t(-1) 2 Ms sa 
érvényes; itt a sor abszolút konvergens, ; enlőséget . l ks o, 
eszel: 88ns. Szorozzuk a (25) egyenlősége a sorfejtés IxI-——— s értékekre érvényes. 
(29) xftx) X"hix? kt y5-1 
XT HAT HXTT HI . s. ni Fil. a e 
ús Í xT Hu re l 1 tr 5-ki 1 Hi 
Adjuk össze a (28) és (29) egyenlőségeket és vegyük figyelembe az 4 -et z 02 El EN zt 
definiáló rekurziós egyenletet : Ú YS—1 -x 7 7. - VS x 
(30) AGOÓHA GYE tgk E ezt b. kgagk es. 2 9-rI 
NN i j 7 7 a ra ; 
A (30) egyenlőség mindkét oldalához w 5 1-et adva és x-szel szorozva (x-et ) 37] kk p5r] x- 15r] Xg... 
kapjuk a jobb oldalon (wys Ü), tehát az 2 2 o 
xx) axfix 1]—7€x) KS-1 41 
r FF k alős SVNNN 
egyenlőségnek tesz eleget az /(xy lüggvény, innen ( 2 ) 
x "5.1 
TEJ . a sorfejtés la12—— — sz értékekre érvényes. A kapott sorelőállítá - 
V5-4-i 
Erután már a 23.e) gyakorló feladatban alkalmazott módszerrel megad- s. 
hatjuk fix) sorfejtését. Először a nevezőt bontsuk tényezőkre : sokból F(x)-te az lax -ben Érvényes 
Ke x 
1—x— a 5 5 I 2 o: [/éseidzr! /1-ksyee 
ALÁS 5 1 (31) fe, 7-]( — xrtl 
2" 2 272"! az VS 2, 2 
majd a törtet két tört ÖSSZERÉre ; sorelőállítást kapjuk. Azf€x) sorfejtése egyértelmű, igy a (28) és 131) össze- 
x x 1 1 j hasonlításából 4 -re a következő képletet kapjuk, ha uz : 








E as min EZ en [— me pH  ——f. ME 1— 
— am. 2 e TT 1 hi Fr r 
- e x tt —— -r N — 
273 372" Va 2 2 
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Feladatok 
32. Írjuk fel a következő függvények 0 körüli Taylor-sorát: 
fi 








a ; ; 
VI--x 

b) ——— ; 
14-xtx3tx? 
ete" 

c) NEG öl 


23. Igazoljuk, hogy Ix]I-1-re érvényes a következő sorfejtés: 


(S (2n—)t xérti 
arc sin xzx-k 2, ÖT NET 


n-] 
Vizsgáljuk meg, érvényes-e a sorfejtés xz t l-re. 

24. Mutassuk meg, hogy ha (—r, r])-ben fé) akárhányszor 
differenciálható és minden m-re [ férffx4-K, ahol K rögzített 
szárn, akkor FCc)-nek a 0 körüli Taylor-sora konvergens Ix[ e r- 
re és előállítja a függvényt. 


25, Számítsuk ki a következő serek összegét: 
(2n— 1)! 
(2nt! 


Híin— 14 


bp 9. 


azt h 


a) 1453 (—-1y (alkalmazzuk az Abel-tételt); 


"5:] 





(vizsgáljuk az 5, részletösszeget). 


26. Számítsuk ki sin 17 értékét 107? pontossággal. 


27. A 25. gyakorló feladatban használt módszerrel számítsuk 
ki ln 10 értékét 107? pontossággal. 


28. Egy kör kerületén adott 27 számú pont. Jelöljük a,-nel 
azt a számot, ahányféleképpen páronként össze lehet ezeket 
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kötni " darab olyan húrral, amelyek nem metszik egymást a kör 
belsejében. 
a! Igazoljuk, hogy 


a —a d, sr tajg eat... .tő zért ü, rég 


ahol ap— 1. 
b) Jelöljük A£x)-szel az (a, ) sorozat generátorfüggvényét, [ga- 
zoljuk, hogy az xfx)—gíx) függvényre teljesül: 


8(09— gl) — x. 
c) Adjunk meg explicit képletet a, értékére. 


5. Vegtelen szorzatok 


Ha adott egy aj, ..., d, ... számsorozat, akkor az elemeiből 
képezett 


(329 ajg2...a,...s[[ a. 
szl 


szimbólumot végtelen szorzatnak nevezzük. A végtelen szorzat 
értékét a végtelen sorhoz hasonlóan a részletszorzatok sorozatá- 
nak vizsgálatával célszerű definiálni. A 

Ban (ij 5... éb 
definícióval megadott sorozat tagjait a (32) végtelen szorzat 
részletszorzatainak nevezzük, A definicióból nyilvánvaló, hogy 
ha valamilyen k-ra a,—0, akkor n—k-ra p.—0 is fennáll. Cél- 
szerű ezért olyan végtelen szorzatokat vizsgálni, amelyeknek 
egyik tényezője sem 0. A továbbiakban kikötjük, hogy a, 50 
(nm 1, z, . ..). Amennyiben a 

pz him p, 
véres határérték létezik és p-0, akkor azt mondjuk, hogy a (32) 
végtelen szorzat konvergens és értéke p; ellenkező esetben azt 
mondjuk, hogy a (32) végtelen szorzat divergens. 


Gyakorló feladatok 


28. Vizsgáljuk meg, hogy a következő végtelen szorzatok közül melyik 
könyergens. A konvergens végtelen szorzatoknak számítsuk ki az értéket 15: 


I 1 
2 né 


I a 


Ma A 


a) 


1 


H 


b) 


— 


a 


ns]? 


. 
mor 4 


c [] A" 


n73 


A) TI (12). 
zi 1 


Megoldás: 





al! A sorozat p, részletszorzata igy irható : 








FT TT eat 


1 l1 


lehát um p,—0. A definició szerimt a végtelen szorzat divergens. 


H-t en 


3842 


c) Írjuk ki részletésén, az egyés tényezőket Ís szorzattá bontva az s-edik 
részletszorzatot : 


b  n—3 u41l n—2 n$r2 1] n42 


nel mm 


lehát tm p —- 


ag run 





ahonnan az kövétkezik, hogy im ps -k ss, téhát a végtelen szorzat díver- 


(latta 


gens. 


29. Igazoljuk, hogy a (32) végtelen szorzat könvergenciájának szükséges 


feltétele, hogy Im a —1. Elégséges-e ez a feltétel a végtelen szorzat konver- 
genciájához? 7" 





Megoldás 
Ha a (32) végtelen szorzat konvergens, akkor lim p — lm p..15-p 0, 
st na Ha 
tehát: 
um 
lim a slim Eht 
H-T ús na Fri him Ín-1 
FT az 


A feltétel nem elegéndő, mert például az előző 28. gyakorló feladat c/ 


1 
esete divergens, pedig im a —lim ú75]- Itt a részletszorzatokból 
H 


m-t on rt era 


álló sorozat -- ss-hez tart. A 


407) 
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fi 
szorzat példája mutatja, hogy az is előfordulhat, hogy lim a — lm ( —) sz 
nm f. 


H-t za Heten 
1, és a részletszorzatok sorozata 0-hoz tart : 


1 2 n—2 Hn-i 1] 


NÉ. 300nAI u He 





a - 


A definició szerint a végtelen szorzatot ekkor ís divergensnék névezzük. 
A feladat eredménye alapján a következőkben olyan végtelen szorzatokra 
szorítkoözurik, ahol a —Ű minden n-re. 


30. Igazoljuk, hogy a 


G3p [a 
azi 


végtelen szorzat akkor és csak akkor konvergens, ha a 


(34) y ina, 


n5] 


végtelen sor könvérgens; 


Megoldás : 


Ha (33) konvergens (azt már éléve feltettük, hogy a 0) és értéke p, 
akkor: 


FT 


lim Inp— lim 3. na -ing, 


H-T sz n-reek 71 


tehát a €34) végtelen sor könvérgens és összege In p. Megfordítva, ha (34) 
könvérgéns és összege s, akkor : 


p Ín dír 


lim p.— lirm el9Pr— Tir ef 


H-t em (a nils r-t ag 


H 
im 2 rák 


df t7k-I 


LÉRE TAB 


—et0, 
tehát a (33) szorzat konvergens és értéke es. 

31. Vizsgáljuk meg a következő végtelen szorzatokról, hogy könvergén- 
sek-e : 
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Megoldás: 


a) Alkalmazzuk az előző, 30. gyakorló feladatban igazolt szükséges és 
élegségés feltételt. A tényézők logaritinusaiból alkotott sor 


7 /1 j 
(35) 2 (4 ( 3) 
2 


x 
konvergens, mert a III. fejezetben igazolt x——7in (1--x)x, ha x:-0 


egyenlőtlenségből következik, hogy 


o l I ! H l i 
zi [71 F—- hat me. 
si Fr 2 mt 


"nk 


tehát a 2, — — könvergens sor majoráns sora (35)-nek. Így az a) végtelen 


nzl e nt 


szorzat könvergens. Fröbáljuk meg kiszámítani! a szorzat értékét. A p, rész- 
letszorzatot így írhatjuk : 


1 1 I 
kell L--ért... 
es e n 1 0 1444... 
———zZE MM é An — 
kelj 1 2 3 n4l nii 
"kk 1.2 
25 Határértékszáritás 383 


H 142... 41—in H 
— e ? jii . 
1-1 





Az T. fejezet 32. gyakorló feladatából tudjuk, hogy 


1 l 
im 1 13-64 ...-t-—lnn hec, 
He 2 1 


ahol c az Eulér-féle konstans. Ennek alapján a végtelen szorzat értéke : 


64 Ítt ís az előző gyakorló feladatban igazolt kritériumot alkalmazzuk, a 


(36) 9 [1- In (12) 
n-] H 


sorról kell megvizsgálnunk, hogy könvérgeris-e. Használjuk fel az In (1 4 xi 
függvény Taylor-formuláját 


xi 
ln (149 zx— toló) 


l 
alakban (III. fejezet 22. gyakorló feladat). Ebből következik x—— helyette- 
A 


sítéssel es átrendezéssel, hogy 


] 1 i 
1— ulni 1--—-1—-——a[f- tp, 
H Zn Ti 


ahonnan azt kapjuk, hogy 


1 
1— nin ( nm) 
n 
(37) lm ve 


s]. 


bes 1 
21 
Mivel a 
a 1 
Ún 
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sor divergens, a (37) összefüggésből a minoráns kritérium alapján adódik, 
hogy a (36) sor 15 divergens, hiszén a tagjai bizonyos -től kezdve például 


1 Il . 
nagyobbak 33 -nél. Így a b) végtelen szorzat divergens. 
fi 


c) Vizsgáljuk a tényezők logaritmusaiból alkotott végtelen sort : 


88 FAR. 








nsi né 
: . ina in Inn 1 1 : ; 
Mivel lim —(3, 01-—-——-— - — sz —, ha n elég nagy és a 
7 s RÉT : 
pi Hi mon 

3 1 
n—i 3 

nr 


sor könvérgens, a (38) sor is könvergens és Így az eredeti végtelén szorzat is 
körvvergens, 


32. Tegyük fel, hogy a zl1-Ft,, lm r —0), az (u) sorozat elemet azonos 


sra 


előjelűek. Igazoljuk, hogy 


a) [I (1-- u 3 akkor és csak akkor konvergens, ha b u, konvergens ; 


az] az] 
H H 
54 im 9. HL7- F ss akkor és csak akkor igaz, ha lim [I (14-uú4]— tes; 
ar—ten kzl nH—aca ks] 


Ft 


hi 
cd ln 2. HZ — a akkor és csak akkor áll fenn, ha lim [I él tuz. 


r—ra ks] r-t ks] 


Megoldás: 
a! A 30. gyakorló feladat alapján vizsgáljuk a 


§ Iníl 4) 


a-] 


254 Kir 


iní1-- d 


sor viselkedését. Mivel z —0, ha na sa, lm —— sz! Tegyük fel, 


H 


ata he 


hogy 8 0 teljesül. Ekkor, elég nagy sr-re : 


1 dIníi 
PT 


4 
z E 


Í 
(39) 7 ,elníl ta het. 


ta 


Ebből a majoráns, ill. minoráns kritérium alapján következik, hogy a 2 fi 
IT 


n-] 


LEK 


és 9 in(1--w) sorok egyszerre könvergensek, ill. divergeénsek. Ha u,-zÜ, 


ni] 


akkor (39)-ben a fordított egyenlőtlenségek érvényesek és úgy - 
ményre jutunk. E 3 és ugyanerre az ered 


A 
b) Ha 9 H-t ss, akkor w 0 állhat csak fenn és a (39) egyenlőtlenség 
kr] 


rniatt pa [ri (1 tj sa, tehát 
ki 


Fi 


§ kötél aj [/ ette a 


ezi kz 
ks] 


Hasonlóan látható be a tétel megfordítása is, 


FT 
c) Ha 9. H,r — ma, akkor g —0 igaz, tehát a (39) egyenlőtlenségből kö- 
ki 
vetkező 


I 
; ge zliníl tu jeu 
FI 
egyenlőtlenség miatt 9 In(1-Fupj- — sa, tehát; 
kzl 
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17 
Xn (I tur) uj! ii tti 
0—- lim él — lim e 57! 7 


HAt at Hm tem 


zlim [d 444). 


TE7F u k—l 


Az ellenkező irárryú becslésből adódik az állítás megfordítása, 


33. Jelöljük p,-nel az n-edik primszámot, azaz legyen p—2, pa7 3, 
ad Igazoljuk, hogy ha ér—- 1, akkor: 


ca er 8 Eg 


40). FR -Y a Ta 
sz! 


ri H-1 " 


b) Igazoljuk az a) rész és a 32. gyakorló feladat felhasználásával, hogy a 


mű 


l 


nel na 
sor divergens, 





Megoldás: 
a) A végtelen szorzat tényezőit írjuk át a kövétkező alakba : 
By 1 c 1 
(41) TR ; 
5-1 1—— ""ABjg 
ES 
k 


l 
és a kapott sor abszolút Kkönvérgens, mert 02— szi. Vizssáljuk a végteler. 
Pe 
szorzat n-edik részletszorzatának és a végtelen sor x-edik részletösszegének 
eltérését. Használjuk fel közben, hogy a (41) előállításban Kapott véges sok 
végtelen sor szorzatát képezve abszolút konvergens sort Kapunk, tehát tagjait 
tetszőleges sorrendben írhatjuk (15. feladat) : 


l 1, — 
482) f-Tá (er (p.)" tagptee]e 


[a 


Pr 


383 


H 1 r I 
22 te Fé 


mzsi"! fö 
hiszen 9, miatt a szorzatsorban szerepelni fognak az ősszes —— alakú 
it 


számok merre (az ilyen s számok primtényezői mind szerepelnek a pi. 
Pos - -.. B, számok közöti a második tagban, a 9-ben az összes olyan 


Fri szerepel, ahol /— rés ? primtényezőt a pp. . . ., p, számok közül kerülnek 


ki. Ebből a következő becslést kapjuk : 


zr 


u 0-[[——-Yyh-Yy 2 


1—T ns] e nsntI mr 


Pk 


A (43) becslés jobb oldalán álló sor letszőlégésén kicsi, ha ni elég nagy, mivel 


a FL sor e —1-re könvérgéns. Ezzel az a) állítást igazoltuk. Mégjégyez- 
r—] nm 


zük még, hogy a feladattal a 


T(x FL e. (xz1]k 


nz] 


Jélinicióval megadott Riemann-féle 7 függvényre kaptunk egy másik elő- 
állítást. 


b) A (42) égyenlőség az x— I esetre is inaz. Ebből a 
TI l 

- l 

kel 

Pi 


végtelen szorzat s-edik részletszorzatára a következő alsó becslést kaphatjuk : 


(44) 1] —-Y; — . 


z zi FM 
ji I — I 
Pi 


Mivel a (44) egyenlőtlenség jobb oldalán álló sorozat, a harmonikus sor 
n-edik tészletösszege -k se-hez tart, ha n-- -e-hez, ezért 


3590 


dl 
(as)  limÍ[l —Tzte. 
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A (45) egyenlőségből a reciprokra térve azt kapjuk, hogy 


(46) im TI 1 I 
1— a kz] 


Ebből a 32.c) gyakorló feladat alapján azt kapjuk, hogy 


tehát a prirüszámok reciprokából álló sor divergens. 


34. Ebben a gyakorló feladatban a 


i K 
Hi 


1-4 
[d : 


1 
can Tíz -[I 


Xrsl 





xzÜ, — 2, . . . definicióval megadott függvény néhány egyszerű tulaj- 
dondágát vizsgáljuk. i i . 

a) Igazoljuk, hogy a (49) definíció értelmes, vagyis a végtelen szórzal 
xzÜ, —], —2, . . . esetén könvergéns. 

B Igazoljuk, hogy 

r ki ni" 
— HAI ———— —— - 

4 n-ron ÉRA). ..Len 


c) Mutassuk meg, hogy a gammafüggvény értelmezési tartományában 
minden x-re teljesül, hogy 


T(x 1jssxl (3), 
ha pedig x— n pozitív egész, akkor : 
Tér 11— ml, 


1) Bizonyítsuk be a gammalüggyény Welerstrass-féle előállításának hé- 
Veszégét 


Teri age (6 5). 7. 


ahol c az Euler-féle állandó. 


39] 


Megoldás 
al A (47) egyenlőség jobb oldalán álló végtelen szorzat H-edik tényező: 


jének logaritmusát (ami elég nagy s-re pozitív) igy írhatjuk fel a Taylor- 
forrnula felhasználásával : 


1 fa ni 
l 1-- 
HT l x 
—xln (1-2) -e (2]- 
x n rt 
1-4- 
" 
xx), i 
z ol — 1. 
2 rt 


—a x(íx-lb 
273 végteien sor konvergens, tehát a 30. gyakorló feladat szerint 











A 


17-i 
a (47 szorzat 15 könvergens, ha xssÜ, —1,—2, ... cs 


b]! A gammajüggvény definícióját adó végtelen szorzat :1-edik részletszor- 
zatát alakítsuk át a következő módon: 


14" EL" 
agy (15) .[ h) 
t zZ n 


TES (3)--( 1) 
2 " 


i 3  (nr]F 


2 nt 


Faj 





mán 
— 


Me 
"RT DGETDJ GE 


uri x nur" 
H x(xr1X(x42). . (xEn) 


Mivel lm ez 





x 
) —1, az állítást igazoltuk, 
n 


Here 


c) Alkalmazzuk az előző előállítást IXx4-1)-re is, Ebből a következőt 
kapjuk: 


! LE 4 E HXx 
——ssz lim ————x, 
UGYI 4. Xt1lta Ü 


az 


A (47) összefüggésből tudjuk, hogy IT (1-1. Ha x— nő egész, akkor alkal- 
mazzuk a IXxr1sxl (x) összefüggést egymás után n-szer : 


T(nr1—nl tm—nír— D)14Xr— 1). ..— at [ (1) zni. 


d) A gamma definiciója és a c) miatt 





j (5) 
HI 
(48) T(xr-r1—xT(m-I[ ans 
ns] l 4 - 
IT 


A 31.a) gyakorló feladat eredménye alapján: 


5 pa 


(49) e7-][[ ———- 


A (48) és (49) könvergéns végtelen szorzatokat tényezőként szorozva a kö- 
vetkező egyenlőséget kapjuk: 


ahonnan átréndezéssel: 


an . sti 
— —ezTT [152] e". 
F(xi1) né1 rt 


Feladatok 


29. Igazoljuk, hogy a következő végtelen szorzatok konver- 
gensek és számítsuk ki értéküket: 


- p) 
1) n(- TD 


b) ITarx7) Ixl-l. 
j-ű 
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30. Igazoljuk, hogy ha a 70, akkor: 


2 o sing 


IT cos 5277 





já 
31, Az előző feladat alapján igazoljuk Vieta következő for- 
muláját: 


2 V 43 A j 724 e 
Fánil ) 2 3h2.2Fy2 
amaz a 30. feladatban kapott formulát 2— 7 me), 


32, Döntsük el, hogy a következő végtelen szorzatok közül 
melyik konvergens, melyik divergens; 


a) TI 


TÁLYAEET 





b) n Vet 


c) N(5). 


33. Igazoljuk, hogy ha a [[ a, szorzat konvergens és értéke 


"rs] 





! 
s, akkor [Í me i is konvérgens és értéke T: 


n:l] 


434. Tudjuk, hogy a [Í a, és ÍT b, szorzatok konvergensek. 


nz] ns] 


Mit mondhatunk a következő szorzatokról: 


a) IT a Da; 


nu: 1 


334 


AH a 
?T 


b] 


ta E 
5]. 


Hell Vu 


ej [1 (b B). 
n71 


xx 35. Igazoljuk a Riemann-féle f függvény következő tulajdon- 
ságait (1. 533. gyakorló feladat): 


a) Boy AD, 


n:i 


ahol dín) az a szám osztóinak száma, xi; 





b) xx FED 


ns l HT 


ahol c (n az n szám osztói k-adik hatványalnak összege, kz-0 
x— közel; 





ahol x- 1, uír az ún. Möbius-függvény a következőt jelenti: 
n(1)— 1; uí(n)j—(— ly, ha ne T Fr különböző prímszám szorzata, 
egyébként ulj ül 


436. A következő feladatsorozatban azt fogjuk igazolni, hogy 
a sin x függvény a következő végtelen szorzat alakjában állítható 
elő: 


. ki xt 
(50) sinxzx[1 1-5) 
nai 


kése 
a) A tigonometriából ismert 
sin (2a1)ha—sin a : p (sin a) 
[DE egy s-edfokú polinom] azonosság felhasználásával igazol- 


juk, hogy 


395 














sin" 2ni3-Í 
(51) sin x—(2n-4 1) 5115 1 — B 
2n71-1 
. x 
sin - Tag] 
. HI — sz 
. 2 Éz 
sin n 57 7 


b) Jelölje a") az (51) egyenlőség jobb oldalának első k--2 
tényezőjének szorzatát, bf"! pedig a többi tényező szorzatát, 


ahol 1-k-cn rögzített szám. Számítsuk ki lim af"? —a, értékét 


nee ea 


és igazoljuk, hogy lim bF9— b, létezik. Igazoljuk, hogy 


RH ta 


sin x— a" b. 


IT les elé s , 68 í 
c) A 0-c ja] "Te érvényes — le ]sin alta] egyenlőtlenség 


felhasználásával becsüljük meg bf" értékét és ezzel a becsléssel 
igazoljuk, hogy 
Ian buz a 


k— os 

d) Az eddigiek alapján igazoljuk az (50) szorzat-előáliítás ér- 
vényességét. 

3 37, Igazoljuk az ún. Walfis-formulát : 


2n 2n 


EN 
z7 II 2n—1 2n61/ 








( Alkalmazzuk az előző feladat eredményét x-re), 
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xx 38. Igazoljuk, hogy ha x nem egész szám, akkor 


TCJT(1— x)— 


7ú 
sin zx 


k ú..8 seg ke dási 
Ennek alapján számítsuk ki r() értékét. 





39, Ezzel a feladatsorozattal az a célunk, hogy az n! becs- 
lésére szolgáló ún. Stirling-formulát igazoljuk : 


3 


a 


(52) n!i-V2zn (2) elzn, 


ahol 0-- S, 1. 
a) A 25. gyakorló feladatban igazolt (23) összefüggés segítsé- 
gével igazoljuk, hogy 


l 
WES 
2 1 
es(145) ze ANN 
H 


b) Igazoljuk, hogy az 


nle" 
ű mz—i 


7 





I 
F2 --—— 
n 2 


sorozat konvergens, és ha lim a, — a, akkor 
KepBé 1 
ae B".zca-za,. 
z , a 
c) A Wallis-formula (37. feladat) alkalmazásával és az ri 


n 





sorozat segítségével számítsuk ki a értékét (használjuk fel a 


(ml 2(nly 
(2—D) "1! (ni! 
azonosságot) és igazoljuk az (52) összefüggést. 


40. A Stirling-formula felhasználásával számítsuk ki a követ- 
kező határértékeket: 
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rk FH 

a) um —- ; 
her a TT 
Fn! 

. ln! 

bb hm . 

na IN H" 


. MENNYENNEPONA ZH) ,. 
c) Adjunk jó közelítést Vi kiszámítására és ezzel egyben 


közelítő formulát is kapunk a 28. feladatban szereplő a, értékre. 
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A [V. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1.a) A sor n-edik részletösszegét így alakíthatjuk át: 


25267 
- (3) 


—m—— —- 4 7 5 — 


2 


3 5 ? 5 5 3 nr-HI 
53 35 2 ZS) 


Ebből s. határértéke, tehát a sor összege: 
hm 57 5 2 D 
"32. 


Hey ön 


b] A sor n-edik részletösszegét az 


j) i 1 l 
(3k—2(3k- p73( 3k—2 3k-1 ) 
azonosság felhasználásával alakítsuk át: 


a 1 
2 BEK-DGKED 


A 1-1 i ed ENNE ANNE -— 
73 ar 4 7 " 3n—2 3ntly 


—lír.L . 
03 3n-1F 


A sor összege tehát: 


. . 1 l 1 
lim s5,— lim 31-i) s . 


mt ez 17 na" 
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c) A sor nedik részletösszegét hozzuk először egyszerűbb 
alakra a logaritmus tulajdonságai és trigonometrikus azonossá- 
gak felhasználásával: 














s. ln cos £1-1 z kH ll 
u 7 1 COS zgt Ti 00$ 7 
—1 s? x x , Xn 1 
—]Inico 2 00553 eCOS 57 5In 77 
2" SIN — 
Xx x XX ki 
—In[cos - cos — —— ni — 
in 2 €0s j4-COS za AN Ja 12 al Ég 
ZF SET — 
2" 
. x 
i sin 77 
—-,..slnsin x: ma. —Ín sin x—]Inix - 
mo. X 
2 sin za an 
. Xx 
. sin — 
sin x 2" 
—]n ——— In 
fiai 
2" 


Ha n— sa, akkor 5270 így : 


111 z 
. 2" 
lm — ]. 


t-t an 





2" 
Az ln x függvény folytonos az 1 helyen, így: 


2 XX 
sk — 
H 


hm In —]n17-0. 


H-r ra 





tik 


A végtelen sor összege tehát: 


] sin x 
X 
d) Itt is az s, részletösszeget vizsgáljuk. Vegyük észre, hogy ha 
az előző, c) feladatban szereplő részletösszeg k-adik tagját mint 
x függvényét deriváljuk, akkor a most összegezendő részletösz- 
szeg k-adik tagjának —1-szeresét kapjuk : 


1 x4 1 XA ! 
HOS ag HNK 750 ak GT 
005 ak 


1 x 
72 8zri 

Mivel véges összeget tagonként differenciálhatunk, a keresett 
részletösszeg az előző feladatbeli részletösszeg deriváltjának — l- 
szerese: 


ha 
; . xx COSX 
- (in sin x—]n 27 sin 57) — — -k 








SÍri Xx 
x x 
2 COs — — 
-k 2.1. ct xhcos £ 7 
29 gin — znltő jé sin - ke 
2" 2 


Használjuk fel, hogy 





fi. Hi 
. x . zn 
lm cos —-—] és lm ———l. 
m-t e 2 H7—-t aa a Hi? 
[II — 
Si 37 


Á sor összege tehát: 
I 
——CtEx, 
x 7 


és érdemes észrevenni azt 15, hogy ez éppen az előző sor összege, 


sin x 
ln 





deriváltjanak a — 1-szerese. 


ha 


26 Határértékszámítás 4jűl 


"it 


2. A feltevés szerint a 8. 4, sor konvergens ; ebből következik, 
nz] 


hogy lim a,-0, Eszerint van olyan ng index, hogy ha n:-ng, 


a-t 


akkor za 1. Az utolsó egyenlőtlenségből 0Sa?-— a, követ- 


kezik, ha n—n,, de ez azt jelenti, hogy a 


Ha 


2 it y ÜL ,, 


nnak] 


E 


konvergens sor majoráns sora a 9 a? sornak, tehát ez is kon- 


nz] 
vergens. Az állítás megfordítása nem igaz, mert pékláut a 


ő mor könvergens, Míg a 27 - sor divergens. 


ns] ni A 


3. Igazoljuk először, hogy a 9. (a,-kb,) sor konvergens. A soil 
n-] 


n-edik résztetösszege így bontható fel: 


FF, — -§ (1-4 B. )— p3 dt p3 bBE7 S, tt, 


xzl 
ahol s, ill. t, a p3 d. il 893 b, sor n-edik részletösszege. Ebből 


az egyenlőségből következik, . hogy lm Fr s 3 (a,b, ) iétezik, 
2 Sallai n—-—1] 


sőt az 15, hogy 


2. A a-t b, )— y a, b b... 

n-] az] 
Ha most figyelembe vesszük az eddig még fel nem használt 
a, 0, 5 50 feltevéseket, a, tb, 50-t kapjuk, így az előző, 2. fel- 


402 


adatból következik, hogy ő. (a,-tb,) konvergens. 


an: 1 


A Y a,b, sor konvergenciájának igazolásához elég észrevenni, 
7] 
hogy (a,, b. 0 felhasználásával) 


he at Da 7 (artby 
Ü H—-— ,] . 4 


a számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenség szerint, így a 


o (agby MG 
s ( sz ad konvergens sor majoránsa a 5. a,b, sornak, tehát 
ni ni 


ez is konvergens, A sort Így 15 előállíthatjuk : 


33 abz3( ai (a,tb,yF— y ai - § b): 


un:] ns 1 


4. Az (a,) sorozat monoton fogyó. Ebből következik, hogy a 


9 (— 1) ia, sor (s) részletösszegei sorozatának páros indexű 
an-—] 

részsorozata monoton növő, páratlan indexű részsorozata imono- 
ton fogyó, ugyanis: 


Szar — Szet doni 7 nr 5E5zm 
Mert 

dan417 dan 2 EÜ. 

SzagisőmciT dant on 17927 t 
mert 

— ügt dni 50. 


Az (52) sorozat felüiről korlátos, mert például: 
Sanz ő 14 
az (sm. 1] sorozát alulról korlátos, mert például: 


59-87 


1" 43 


AZ (52) És (5241) sorozatok külön-külön konvergensek, különb- 
ségük, 52— S2-17da—0, így lim s.— lim s2.1—s Az (s) 


Herz H-t 


sorozat tehát konvergens és így a 9 (—1)9"7!a, Leibniz-típusú 
ni 

sor Is konvergens és s összegére már meg is kaptuk a következő 

becslést: 


ÍD3]) SZESZ Sz.g 


mindezt H-re, Az (53) becslésből következik, hogy két szomszédos 
részletősszeg eltérése soha nem kisebb, mint a sor s összege és az 
egyik részletősszeg eltérése, azaz: 


8 5 - IS, 5 Hl du 5] TE pt 
5.a) Itt a gyökkritériumot célszerű használni: 


lirn Va ú, 


tehát a sor könvergens. 

b A sor váltakozó előjelű, így jó lenne megvizsgálni, alkal- 
mazható-e rá a 4. feladatban igazolt kritérium. Nyilván elég lesz 
az 15, ha bizonyos n-től kezdve a sor tagjainak abszolút értéke 


monoton fogyó. Állapítsuk meg, milyen H-től kezdve áll fenn a 
csökkenés : 


n—-l ] n 1 
GT —— a — 
nt l HA hn-2 JÜ0. 
Va Fni 1 
IDÜ 
ntli  H34n 


E Én Gr 

H nt3n—2 
FH í z TŰ 
"ESEN én) j 


Eddig ekvivalens átalakításokat végeztünk, Ha az utolsó egyen- 
lötlenség jobboldalát a Bernoulli-egyenlőtlenség (1. I. fejezet) 


jÚd 


felhasználásávai csökkentjük és kiszámítjuk, hogy az így kapott 
egyenlőtlenség milyen n-től kezdve igaz, akkor ugyanilyen n-től 
kezdve nyilván igaz lesz az eredeti egyenlőtlenség; 


H 200 
-—— Az [ — — — , 
ni 1 H-t H 

200 n 
EE -z1——— , 
H-- Ft nti 
200-—H. 


Azt kaptuk tehát, hogy 200-nál nagyobb n-ekre a sorozat már 
biztosan monoton fogyó, tehát Leibniz tétele szerint a sor kon- 


VErgens, 
c) A sor 7-edik tagját így becsüljük felüiről; 
n ln n 1 1 


02— S —— zt — 
1-6-mlnin nílnén n: 


k 


a 1 ; : ; 
A § — sor konvergens, tehát az eredeti sor 15 KONnVergéns, 


ri 


d) A sor n-edik tagját az Vnz2 egyenlőtlenség felhasználásá- 
val így becsülhetjük alulról: 








ma 1 
a 9 . sor divergens, téhát a 3 — sor 15 divergens. 


ns] 








14— 
A 
el A sor divergens, mert 
2.1 n£—1 
n- 
. --— ng fb 
lim e "tl —e —e-! eü. 


ret e 


ó.a) Használjuk fel aza" "—n" " azonosságot (a-ról nyilván 
eleve kikötjük, hogy pozitív). A 


405 





tÉv] 4 


ll lna 


men 


sorról már tudjuk, hogy lnaz-1, azaz az-e-re konvergens, 
Us45Se esetén divergens (l. az 5. gyakorló feladatot). 


by Az I. fejezet 32. gyakorló feladatában igazoltuk, hogy 


2 


Me a 


. 1 
hir (15telna] —és5s-Ü, 


ahol c az Euler-állandó. Ennek felhasználásával a sor s-edik tag- 
ját Így becsülhetjük : 


k : od OK 


az a 











alan tegye bT a mt gint al" 


d 


ahol k és K alkalmas konstansok. Az előző feladat alapján tehát 
a sor az-e esetén konvergens, 0— Gaz e esetén divergens. 


ci Az 1. fejezet 10. feladatának felhasználásával a sor rr-edik 
tagját így becsülhetjük : 


I 6-1 
z CGnit bg 
Fi 2 1 


1 l MENYNNNENNNTS li 
e nyilván igaz); így ha zs2, akkora 9) ál SOT 
Vin41 Vn 





szi — 


F12 





konvergenciája miatt a sor konvergens, ha 72, akkora y 


nz] 


2p2 
sor divergenciája miatt a sor divergens. 


d] A HI. fejezet 18. feladatában bizonyított egyenlőtlenséget 
az xeT esetre alkalmazva a következő becslést írhatjuk fel a sor 
r-edik tagjára: 


Há 


e Í 4 l J nam e" 
JEGRRNRRNNRNNNI az t — am hull ie LEE 7 s 2 — 
(2n4 27 ú n (2041 


Ennek alapján látható. hogy a sor 25 1-re konvergens, c 51 
esetre divergens. 


e) Használjuk fel a 


. AT 

sin a 
hm —— si 
H-t sa -T 


H 


összefüggést. Ennek alapján azt mondhatjuk, hogy a sor úgy 
viselkedik, mint a 
- IT 
pa neti 
sor, tehát a--0-ra konvergens, 2 0-ra divergens. 


Általánosságban ís igaz az, hogy ha c —0és5 - 1, akkor p3 TÉS 8 zB, 
nil HELL 


egyszerre konvergénsek vagy divergensek, hiszen 5-1 miatt elég nagy H-rz 


l MENNÉL) MRYNNNNNKETENKNN KN 
2.7 hc 2, téhát a, —Ü miatt zab 2a,. A majoráns-minoráns kritérium 


alkalmazásával! ebből már adódik az állítás. Ha a, 5-0 nem igaz, akkor álra- 
lában nem teljesül az állítás, armt a következő példa mutat: 
lá 1 i j 
A 2, (— 1! —— sor könvetrgens És ta Cr 7 Zs Üznt 7 
n7] V b 2 


n— es esetén 1te-l. A 


. akkot 





21-t1 


— l 
2 €-N—ürr 


"zi Hö) 

söt mégis divergens, mért a 25-edik részletősszéget így alakirhatiuk ár: 
2r 1 ÉN . 1 Zn 1 

X (-1F— (reg 2, (-19—4 2 1-0 — E 

£E1 Vt É-1 VE KEI VE 


ay? 


[9 1 
— — 1 FOGY 
X t— 1) — Éz Kregyuz 127 ,2k 
Az igy kapott első két összeg véges értékhez, a harmadik -k es-hez tart, 
ÍJ Ezt a feladatot az 5. gyakorló feladatban követett módszer- 


rel célszerű megoldani. Ha a--1, akkor a sor 27— 1-edik 59.) 
részletősszegét így becsüljük felülről: 


l 1 i I 
272 33 giea te Z ÜT GE Hő 
2 4 ZEN 

2m2 KÉK 

A - 7 — 


a] 


A felső becslésként kapott érték a 5. -e (az 1) konvergens sor 
n:] 

részletősszegének konstansszorosa, így korlátos felülről, tehát 

Szx..g 15 korlátos felülről, monoton növő is, tehát konvergens. 

Mivel (s), a sor részletösszégeinek sorozata is monoton növő, 

ebből már következik, hogy a sor konvergens. Az as1 esetben 

A SOr divergens. Ehhez elég megmutatni, hogy x— 1-re divergens ; 


ebből a minoráns kritérium alapján x-— 1-re az állítás már követ- 
kezik 


Í hi 
(Ez ze , ha nz3és aa1), 


kinn o n"intn 
Az xzl esetben a Sor 5-x részletösszegét Így becsüljük alulról: 
kü 8 ki 1 ki li l 
2233 dna) Tema 


1 2 ak 
PSTSNETY SEMMET ÁT ELÉ 


güs 


Mivel K— se esetén az alsó becslés 4 es-hez tart, $74.—- 4 so, tehát 
a sor divergens. 


7. A feladat lényegében azonos az I. fejezet 73.b] feladatával. 
3 
Ennek alapján a sor összege 2 ln 2. 
8, A feltevés szerint a 2, a, sor konvergens. Ez, a definíció 


n-1 . Fall ui É ni kal 
szerint azt jelenti, hogy a sor részletösszegeiből álló (s,) sorozat 
konvergens ; jelöljük a határértékét s-sel. A zárójelezéssei kapott 
fd 


mt Faye kget ett ea F ht 
t(a me setén ka ee 


sor részletösszegeinmek sorozata §,o4s $4—ár sees neger st AZ 
(s,) sorozat egy részsorozata. Ebből következik, hogy a záróje- 
lezéssel kapott sor 18 konvergens és 


Em S..-17 líim 57 s. 


kr am H "TF az 


Az állítás megfordítása nem igaz. Az 
(1—194(1—11--(1—114- . . . 


sor nyilván konvergens és összege Ü, hiszen minden zárójelben 
0 van. A zárójelek elhagyásával kapott 


1—1-41—1-4-1—1-4... 


sor nem is konvergens, hiszen a sor tagjaiból álló sorozat nem 
tart 0-hoz. 


kana 


9.A § a,b, sor konvergenciájának igazolásához a sorokra 


ns] 
vonatkozó Cauchy-kritériumot használjuk fel. Azt kell igazol- 
nunk, hogy minden 


K 
dagi nai 
Í51 


4jü5 


alaku összeg abszolút értékben tetszőlegesen kicsi tesz, ha n elég 
nagy és k tetszőleges egész. Égy gyakran alkalmazható fogást. 
az un. Abel-féle átrendezést használjuk fel arra, hogy könnyen 
becsülni tudjuk ézt az összeget: 


k 
2 ta Zn TűvyDazt tt. Hank 


(gya mág dbagr tt (ágyam ánzyakbiz et ba4-2bt 
Tia yz-ánzakbazatbagzt Bnpzbt vo FÉG 4.4 NN 
— d ek nya h. Fb,rr-i)t 

tün yelBngyirt B, 4.4). 


Beszorzással igazolható, hogy az átrendezés azonosság. Végez- 


zük most el a becsiést. A feltevés szerinta 5. b, sor konvergens, 
n:i 

így tetszőleges ez-0-hoz van olyan na, hogy ha r—nn és k tetsző- 

leges, akkor 


ni SE 








Ennek alapján: 








neni z [dt —d ag zllBnz tr 


Tr [az dagi nai b, ,al £...-T 


kk 
FH... b.alce[ E dayr—da4rá1] tlansal ), 


Mivel a, monoton az r-- L indextől az 1-- k indexig terjedő szom- 
szédos tagok eltérésének összege a két szélső tag eltérésével 
egyenlő, tehát: 


k—l 
2 aa ggagal Ida na lágya b lyel: 


310 


Használjuk még fel. hogy ía,) korlátos; legyen XK olyan szám, 
amelyre 


lack 
teljesül minden s-re. Ezzel végeredményben a következő becs- 
lést kaptuk: 

, kk : 

2 Ana rt S3Ke, 

"st [j 


ami tetszőlegesen kicsi, ha H elég nagy. 


10. Vizsgáljuk a $ a, és 2, b, sorok négyzetes szorzatának 
n: I nz]) 
n-edik részletösszegét: 
r.— ajbit (aba aba tr aggy s.k 
tígb, tr ab, ...- ta bt aa Fa bh 


—(atást... Fa Xbtbat...-tbJEs, ba 


ahol s, ést, jelölia 3. a, és 3 b, sorok n-edik részletősszégett, 
n—1] nrztl 
Mivel s, és £, konvergens, a szorzatuk, F, 15 könvergéns és 


HE 


lim r,— 2, (ab,t...tajbat tab 


FT-F ga ni] 


- sz lirm s," him t,. 
(ge(á gene 


I. A Cauchy-szorzat kiszámításához célszerű kiírmi részlete- 
sen a két tényező néhány tagját: 


el hezetb ebet 
tgrtzrtzitees ni 
2 8 2 2" 
145 FENT GTÉLEK Ti] pt . t— Ft... 
2! n! 
a szorzat; 





11 Fi 
BZ o y 2 1 KN hl 2 3 3 3 
MEL ÉteTBÉTTÉET TF st 2 32 7 T itat 8 
an 91-11 3n-2 3n—k 5) TI I , 2. 
—3F—--— FF 2. tíz —(277142" ..t2t-1)-—— 
(de TTGETI GET TT TÉNSÉ I Kazi e G z 
1 —-a 1 rt ! ; j) 5) — 3 6 
— —m Y —[294— 59 —[ 6-6... 47-l[-4...—1]14-31-] -...r 
egg]ke Hzlermgt " 2 : a 
H! ni! I 
- ——  — 38723, , .F——e— — 3n—k sz 
21(n— 2)! Ty HG Tr 41) 34nr-i I l ! 2" 
:) ezét tagra 1 te 
Eg 7 (21 pl. a" 
. , , n—1 ii l 
Közben felhasználtuk a binomiális tetelt. — 3 3 : 3 — —. hh — . 
153) k...bÍ7 zta PF. . 


12. A sorok divergensek, mert a tagok sorozata nem tart 0- 


hoz fg 
3 H 2 G) ; 
limí[-] —m-4ee ili 
7 kr.) 


Tre KN A kapott sor konvergens, söt adszolút konvergens. 
a) (erzese [5.A 
Írjuk fel külön a sorokat: a AT 
f 3 3 2 3 3 34 n7-]) Vn 
2 : P.E ENNE 7 BENN sor konvergens, mert Leibniz-típusú sor. Számítsuk ki a Sor örm- 
3 1 gaz 1 magával való Cauchy-szorzatát! A sor: 
14 [255 hal 2 s) ( 3) (243)... 
BI 2 23 2 23 1 1 í - 1 
39 1-1 1 1———-4t—-—— tk ...-4(— ly ——t. 
i A SZOTZAtSOT: 
á SZOTZAÍSOT 
I 1 L 1 í 
1 Jel 3 ,3 ma 1, 1 3 1-(2-r e [eszet ze] ee 
tiztozsz tol 952372 tr 2 2 F3 262 V3 
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Ci — 2 h...h— E 
Vn  F3Vn—1 VFkr1Fn—k 


ze 


A kapott sor divergens, mert a tagok sorozata nem tart 4-hoz. 
Ezt a következő — számtani, mértani közép közötti egyenlőtlen- 
séggel bizonyítható — egyenlőtlenséggel igazolhatjuk : 





—— n4Il 

V/kbt1khn—k Egs 
I 2 

Fk 1Fn—k nr! 

1 l 1 

— TET rEZ ZZSt et 

Vn  V2Fnil Vkt1IFn-k Fn 
3 

mp — e zl. 


nt l 
14. Azt kell igazolnunk, hogy a 

(54 X la b-t abyegt Fa, cabat a, bi] 

végtelen sor konvergens. Az (54) végtelen sornak áz 

(55) 2 (and kt lez [8411 2 la lI65]) 

majoráns sora, így elég igazolni, hogy (55) konvergens (az (54) 

sor tagjai nemnegatívak). Az (55) sor viszont a p lal és 5 b, 

nz1 


sorok Cauchy-szorzata, amiről tudjuk a i14. gyakorló feladat 
alapján, hogy konvergens és 


(56) 2 (ab, ] TF... la ib] ( y aJ(Z 64), 
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Az (56) egyenlőségből a majoráns kritérium alapján a sor Össze- 
gére a következő becsiést kapjuk : 


§ abt..tabiz( 5 al) ( E ba 6.1). 


nz] Fr — n7-1]1 
15, Mutassuk meg először, hogy az abszolút könvergens 


2 a,és ? b, sorok tagjaiból képezett a,b; alakú tagokat a 


r-t n-i 


Cauchy-szorzatbeli sorrendben összeadva a kapott sor, azaz az 


(59 aber ajbr ab abst aabat aba rt b 
rajbet abc agt tagot aby-t 


sor (zárójelek nélkülh abszolút konvergens. Mivel az abszolút 
konvergens sor tagjait tetszőlegesen átrendezhetjük, ebből kö- 
vetkezik az állítás. Az (57) sor azonos az előző feladatban Sze- 
replő (55) sorral, így onnan már tudjuk, hogy konvergens. 


16.a) Alkalmazzuk a hányadoskritériumot : 





(na 1). nt i 
Ír flnttlsttlszt ANN n— 1. 
a (nr TT Ix] TT 


: 1 I 
z lim (15) ixÍ—eixi. 


1 
tehát [x]- ki. esetén a sor könvérgens, [x]I57- a esetén divergens. 


Vizsgáljuk meg a sort a s. helyen. Az 5 helyen a sor: 





A. sor viselkedésének eldöntésére próbáljunk becslést keresni az 
n-edik tagra. Azt már tudiuk, hogy ha a -nel jelöljük a sor n-edik 
tagját, akkor 


415 


Kaddi 
Bnti H 


1 € 


ri 


Használjuk fel a 17.a) gyakorló feladatban már alkalmazott 


ug) 
1 -- — 
ZH n 2Zn-t1 


el —— — — az ———— 


2n3 1 € 212 
egyenlőtlenséget, am 1, 2, ..., n— ] esetre: 





2n—2 a,  2n-Il 
na e — 


2n—1 a, , 0 02n 





A kapott s— 1 egyenlőtlenséget összeszorozva ezt kapjuk: 


(58) 2"4...(2n—2) a, 3:5...(2n-1) 
3" 5... 2n—1) aj 4 :6...2n 


Tudjuk, hogy ai és az I. fejezet 10. feladata alapján: 
1"3-5...(2n—1) 1 


(59) ——— e A, e . 
2-£d-:6...2n Y2ni1 





Az (58) egyenlőtlenségből (59) felhasználásával a következő 
becslést kapjuk a, ere: 











1 1 F2nii 1 3 
ati m úmánn él 7 
E 


(60) 2 - Id 
? V2ni-1 


zn "E Kant 
416 


A (60 egyenlőtlenség azt mutatla, hogy a,—0 teljesül ugyan, 
de a 


Í 
nzi€ F2niri 


[13 
[I mA 








divergens sor minoráns sora a vizsgált sornak, tehát az 15 díver- 
gens. 


A —£ helyen a hatványsor 





161) 3 (—1y n" 
) KE en! 
alakú. Az n-edik tag abszolút értékéről (60) miatt tudjuk, hogy 
0-hoz tart. Ha még az is igaz, hogy monoton fogyva, akkor a (61) 


sor Leibniz-típusú, tehát konvergens. Az 


(na lyti Hi RA 
ertlínkl)!  es-n! 





egyenlőtlenség ekvivalens az 


adja 
A 


egyenlőtlenséggel, ami igaz, tehát a (601) sor tagjainak abszolút 
értékéből álló sorozát monoton fogyó, a sor konvergens. 


jer r r 1 t 
A batványsor könvergenciatartománya teliát a [-s 5) 


félig zárt intervalium. 


b) Alkalmazzuk a gyökkritérimumot: 


H 
Vn—I dx] xi 


lim 3 7 


H-t a Ya 
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tehát [x[-— 3-ra a sor abszolut konvergens, [x]5-3-ra divergens az 
xz 343 helyen a sor divergens, mert az n-edik tag abszolút értéke 
nérn tart 0-hoz: 


im 4 
enntllllc INNEN 


A hatványsor könvergenciatartománya tehát (— 3, 3). 
c) A gyökkritériumot célszerű alkalmazni: 
VET ib 


htm ——-— 
m-t an 4 4 





A sor konvérgenciatartománya a (—2, 2) intervallum, mert 
a 2 helyen a sor divergens, 


17.a) Például a hányadoskritériummal azonnal látható, hogy 


a sor könvérgenciatartománya a (— 1, 1) intervallum. A sor a 
--Í és —1 helyen divergens. Könnyen észre lehet venni, hogy a 


(62) 2 ne) 
n7-] 


hatványsort a 


b] e 


(53) 


x§ 


Hi 


nül 


hatványsor tagonkénti deriválásával kaphatjuk meg. Igazoltuk, 
hogy a hatványsor összegfüggvénye a konvergenciaintervallurmn 
belsejében dilferenciálható és deriváltja a tagonkénti deriválással 


kapott sor összege, A (63) sor összegfüggvénye (— 1, 1)-ben — 


így ennek deriváltja a (62) sor összege, tehát: 


mg TT ee 
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b) Írjuk az adott hatványsort a következő alakba: 


pls "ene § (n- Di 5 - 


xt 2 ta Fa 
—m § — HA — ? 
6) ír 
Az átalakítással kapott sor az a) feladatban szerepió sorból úgy 


2 242 
ádódik, hogy x helyett - -t helyettesítünk és a sort E) -nel 


szorozzuk. Így az összegé: 


2 


xiv 1 xt 
3) ( ej 


2 
és a sor konvergens, ha 5 1, azaz IxIV2. 


c) A 


(64) y nin ix" 


nz]i 


sort a 


(65) Yo nxrii 


n-hk 
sor tagonkénti deriválásával kapjuk. A sor könvergenciatarto- 
mánya a (— 1, 1) intervallum. Határozzuk meg először (65) ösz- 
szegét. Ha átalakítjuk Így: 


§ nxeti— xi § nx"-l, 
hez 1-l 


akkor az a) eredményének felhasználásával már tudjuk, hogy 
összege; 
2 


XX 
(66) a—gi 


278 419 


A (64) sor összege (66) deriváltja : 
2x 


d—-x? na ixizm]i. 


(8. A bizonyítandó egyenlőséget 


1 [nú] 
ő e ee — 
(67) 1 PH x "7 — 


P1 s 


[ (agbtajrk... ka re" 


FT 


MY t — 
alakban is írhatjuk. Az 1— függvény a d. x" sor összegfügg- 


szi 


vénye az Jxl--1 intervallumban. (67) helyett tehát elég igazolni, 
hogy [xI- 1-re; 


(68) ( x)( 2. ar) k 2 (agtarF... barma". 
HEG HŰ "-ü 


A (68) egyenlőség jobb oldalán a két tényező ix; — 1-re abszolút 
konvergens, igy Cauchy-szorzatuk, ami éppen a baloldal, szin- 
tén abszolút konvergens, Így az egyenlőség igaz. 


19. Az állítás igazolásához azt kell megmutatnunk, hogy az 








(69) /68— 2, are] d arts arr 
nzűü nb H:Ü 


különbség tetszőlegesen kicsi, ha x-c1 és x az 1-hez elég közel 
van (ekkor ugyanis rx--r és rx 15 közel van r-hez). Az 


1-(1— xi )3 x", jxl-i 
n"-ű 


egyenlőségből következik, hogy 


szí(1—x) 9 sx", 
nz-ü 
ahol 
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Írjuk ki s.-et: 
S djt érTr as tar". 


Az előző feladat eredményét aikalmazva a (69) különbséget a 
következő formában írhatjuk : 


Go) [/60— E ap-l1—tj 7 6-9 


Ha n elég nagy, akkor 1s,— s] tetszőlegesen kicsi. Légyen e--Ú 
E, 
adott szám és válasszuk nyrt olyan nagyra, hogy [5,— 5] 22 telje 


süljön. A (70) bal oldalán álló összeget két részré bontjuk. 


EZ 


i E 


(71) fCer)— si EI1— ax, P, (s—s)jerpt[1— 5 9 lszsikle 


hHsnart] 
. e , 
A (71) bai oldalán álló második tagban se— s] ez: így ezt a 
tagot a következőképpen becsülhetjük : 


[na 


ersz i --1 K. h 
1—xt 3. lszslbárzz haaat 2 lar 
szrnart] 
1 E. 
rá-kI —- irak] 2, 
segprásá totta : 
(Közben felhasználtuk, hogy 0-— x-z 1, tehát jx(—-x És xset! 21.) 
A (71) bal oldalának első tagjában a szorzat első tényezője, 
1— x] tetszőlegesen kicsi, ha x elég közel van 1-hez. A második 
tényező x.-1 miatt így becsülhető: 


. HO Fe Ana 
Yo (s —sdrs X 1s— slat 2, 1s2— 51. 
liző nzú Hn7-Ú 


A kapott felső becslés egy x-től független, rögzített szám, tehát 
(1— x)-szel szorozva tetszőlegesen kicsi lesz, ha (1— x) elég kicsi 





E ; 
77 11—ilxi 





E 


pl. 5 -nél is kisebb, ha 0-1—x————-—]. Ezzel Abel 
2 15.75] 


tételét igazoltuk. 


ázi 


ZÜ. A 
54 ge 
rzon! 
hatványsor koönvergenciatartománya (— ce, 4 


denütt értelmezve van. Az fŰx 
kalmazzuk a Cauchy-szorzást 


cs), így /(x) min- 
1)" A(x.) szorzat kiszámítására al- 


- 
hd 


2 3 
. ö. ai Xx Xx ti 
feneleíp tart Pal BT 


21 zim 1! ag 
z 3 
ME ka Xa XI x3 
X.1— — rk —EJ4 ez z 
Ft 2) eegitartaj te tzétes 





Mi Xptx I a 
Jeee lőre tar btk Zxxzt xi) b 


I 
Tar (x1-b3x1xob3xyxi xb... 


f 
4 —Ii x? mt n—1 n! nak Ar 
ar TAT 91 ate tanar xi 


beta] 


A binomtális tétel felhasználásával a szorzat így írható: 


2 
FLEGYLÉZ EE éra 2, hr til Fk... 


tt... sflxitxa) 


és ezt kellett igazolni. 


Íx; TX." 
pe 


21. Jelöljük /(x)-szel a hatványsor összegfüggvényé 
legyen: y zegfüggvényét, azaz 


a xn 
anazúűü H . 
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Tudjuk, hogy f(x) értelmezve van a (— es, -k sa)-ben. A defni- 
cióból következik, hogy A(Ü)—l és az I. fejezet 37. feladatából 
azt ís tudjuk, hogy f(1)— e. Az előző feladat alapján, ha n-i 
egész szám, akkor 


f0d-fü414...41—(f(DV- er. 
Ha nz1 egész, akkor ugyancsak az előző feladat alapján: 
Mm 1 
nezze 


mm en 
Legyen most geT, akkor 


ezer e ga 2. 1) 


tehát 


0-e 


Ha rzl ahol p egész és g £ T, akkor hasonlóan adódik, hogy 


PN.a 
0a Í 


Így már tetszőleges r racionális számra tudjuk, hogy 
free 


Használjuk még fel, hogy f(x) mindenütt folytonos, hiszen égy 
hatványsor összegfüggvénye a könvergenciatartomány belseje: 
ben mindenütt differenciálható, tehát méginkább folytonos. 
Ha x tetszőleges valós szám, akkor van olyan racionális szá- 
mokbáól álló r, számsorozat, hogy him r,— x. A folytonos függ- 


HET ém 





ő 
TT an 
Tambay 
ETT 
a [— 
eme" 
ezi 


vény definíciója, a sorozat és függvény határértékének kapcso- 
lata alapján ekkor a következőt kapjuk; 


fGo)z lim fírosz lim eé"ze", 


H-t szi Th small 
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hiszen az e" függvény mindenütt folytonos. Ezzel tetszőleges x-re 
igazoltuk, hogy ffx1— e". 


Z22.a) A függvényt 


f a 
—(1-4x) : 








V1-x 
alakban írva látható, hogy a binormiális sorfejtést célszerű alkal- 


4 1 a r jel La kej 
mazni x— —— esetre. Számítsuk ki a hatványsor együttlhatóit 


3 

i 1 ! l 1 
— ELZSEmÉ se Le ál) 

ni NN 

A sorfejtés tehát: 

1 "4. ..(3n—3 

——m s] -— ! ÉT 1 
Tt pa ( ) 38 sp! 8 


3 

VI2x 
ami [aj 1-re biztosan érvényes, Vizsgáljuk meg a t1 helyet. 
Ehhez célszerű a hatványsor együtthatóinak abszolút értékéből 
álló 

a sz 4...(3n—2) 1 47 7...(3n—2) 

" jen 73-69 Zn 
sorozat viselkedését megnézni. Ehhez felhasználjuk a k—2-re 
ÉFVÉTLYES 

3k—3 .3k—2 3k— 3 

3jkt1 3k 3k—-2 
egyenlőtlenséget. Ha ezt a k—2, 3, . . ., n esetekre felírjuk és a 


kapott egyenlőtlenségeket összeszorozzuk, akkor a következő 
becslést kapjuk : 
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3n— á 03n—2 3n— 3 

3nt1  3n 3n—2 

3 ho 8 E szg eln 

9n- a, d3n(3nit]1]) a,  o3n " 
ahonnan a,-re azt kapjuk, hogy ha n-— 1, akkor 


(72) Zea 


1 
3n 3n 
Ez a becslés azt mutatja, hogy a — 1 helyen a hatványsor di- 
véergens, mert az 


, (3n— 2) 


12 p— 3.6...3n 


l 
sornak a $z 37 SOT divergens minoráns sora. Az 1 helyen a 
HE 13 
sor konvergens, mert az 


- h- 4-(3n—2) 
142 7 EKSZET 
sor váltakozó előjelű, a (72) egyenlőtlenség szerint a tagok ab- 
szojút értéke 0-hoz tart, méghozzá monoton fogyva, mert 
3n-tl 
SL NLG TESz BŐ 
A sorfejtés tehát a (— 1, 1] félig zárt intervallumban érvényes. 


b) Alakítsuk át először az adott függvényt a következő fogás- 
sal: 





ő 
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EZT TS (1 j 1] 
sg za 12a7 Te 


má80 ix 1. Az átalakítással kapott függvényt már könnyű sorba- 
ejtent: 


l 
Tazitórxőtk...4xt ,. 


1 
na jxl-c1, és a kapott sort 1— x-szel szorozva: 
1 
Tee 1—x4x— xb x8—x7 
1-4-xtxi4x3 1—x-4xf— xb x8G xb... -k 


-k xy dr--] 2 . 


ha Ixis1]. A HI helyeken a sor divergens (bár az adott függ- 
vénynek az I helyen van értelme). 


c) A keresett sort az e" függvény hatványsorából kaphatjuk 
meg : 
A -2rr—1 





x xi x x xen 
€—[--h— 1 F—r ... 4 —  —— 
rartzrteetmznitont 
Xx xx xi xin—1 xii 
ez 1——it————— d... —— S —- he 
iratait Gszt gt 
A sorokat tagonként összeadva és 2-vel osztva: 
eri g-t x2 x4 xin 
—————zl1—-t-—-t... sa. 
3 tarta tart ee 


A sorfejtés (— cs, 4 cs)-ben érvényes, 


23. A 22.aj és c) gyakorló feladatban alkalmazott módszert 
használjuk fel itt is. Tudjuk, hogy (— 1, 19-ben arc sin x differen- 
ciálható és 





(arc sin xy s MENNI . 
V1— x2 
A feladatban szereplő 
(Zn — 1)! I xin— l 


XJSXx-b 4 ——— 
10)- ap ín!!!  2r--I 
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sor lxI-1-re könvergens (hányadoskritériummal iehet ellen- 
örizni) így A(x) a (— 1, £1-ben differenciálható és 


2 h 
J69—1t PPTrT GT 


A 23.c) gyakorló feladatból ffx)-et 15 meghatározhatjuk, mert 





sorfejtéséből úgy keletkezik, 
1-t-x 
hogy x pelyett — x-et helyettesítünk, tehát 


FA) 


azf(x)-re kapott sorfejtés az 








Te eg 
Azt kaptuk tehát, hogy Íxj — I-re 
(arc sin x— fix) s 0. 
Az arc sin x— fc) függvény tehát (— 1, 13-ben konstans és mivél 
arc sin 0—7(0)- Ű, 
arc sin xs fix) 


ha IxI-- 1. A hatványsor az 1 helyen 


(22— 1)?! l KE E 
(73) 14 Et Om Ari 


1T— 


konvergens, mert az I. fejezet 10. feladatából tudjuk, hogy 
(2n — bi 1 
(mt VNET 
tehát az 


- 1 
14 3 —— 
n-] 


3 
(2n 1) 


konvergens sor majoráns sora a (73) sornak. A sor —1-re Is 
konvergens, mért éppen a (73) konvergens sor — 1-szeresét kap- 
juk, ha x helyére —1-et helyettesítünk. 


42? 


24. A feltételekből tudjuk, hogy az f(x) függvényre a 0-körüli 
Taylor-formulát (—r, r)-ben tetszőleges r-re felírhatjuk : 


(1) 
F9-T0 B zt E ar 
LP ETXD 
KÉTES 
Az f(x) függvény 0 körüli Taylor-sora, azaz a 
. JO) 
LAT n! 


sorA-edik részletösszegének eltérése ffx)-től— I fér §j— K miatt 
— így becsülhető a Taylor-formula felhasználásával: 

helrti zt HI 
nep ÉGE BT 





ka 
6 - lle (0 xi] 


A kapott felső becslésről tudjuk, hogy 0-hoz tart, ha H tart a 
végtelenhez, ezzel az állítást igazoltuk. 


25.44) A sor összegét a 23.c) gyakorló feladatból már tudjuk : 


1 - (211! 
———Í —- HL — 
Ko ta ( [) (zni! 7 


ott éppen Abel tétele alapján állapítottuk meg, hogy az —— 
F1--x 





sorfejtése x— 1-re 15 érvényes, 


b) Írjuk ki részletesen a sor 2n-edik részletösszegét és alakít- 
suk át a következő módon: 





kik—lI) 
a jé 
(0 : ih 11111 
sa geeez zeztatás e gt 
n—] Í 
TED megt 
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., 11 1-1 l 
zi zfz ..4t(—1 7 RSC ÉN 


L/ 1 1 99 
—5(1—5g— ek 1) 5) 


A 22. c! gyakorló feladatból tudjuk, hogy 


. l 1 mal KEL 
im (1—§45—H(- ll rea 3. 


az [. fejezet 72. feladatából pedig 


. l ] neha 


Ennek alarján: 


9 4 —t an 


. x ll 
tm S In 2. 


"tt oza 


1 il 
———elt, ha n—-es, ezért 5. 15 konvergens 
2nk1i 7 li A E 
és ugyanez a határértéke, tehát: 


Mivel 1S2.1— Sz] 


srn—li 





2 xx 1 


— (—1 ; 
A —T-ln2, 
2 n 42" 


26. A síinx függvény 0 körüli Taylor-sorát használjuk az 


10—- helyen. Mivel a kapott sor Leibniz-típusuú, ezért, ha a 


sor értékét közelítőleg az n-edik részletösszegnek vesszük, az 
elkövetett hiba kisebb, mint a sor n-4 1-edik tagjának abszolút 
értéke. Azt kell tehát megvizsgálnunk, milyen m-re igaz, hogy 


7 21tl I 1 
(360) ONE DI" 108 
Mivel 


xx 4 1 1 
180 180 45 407 
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az egyenlőtlenség 5 —2-re már igaz, mert 
d .b ol. 
405 at IO 
ekvivalens a 
403 - 515108 
egyenlőtlenséggel. Az utóbbit így láthatjuk be: 
40 51-P ÍV 12" 109—4- 167 - 12" 10-10, 


Eredményünk azt jelenti, hogy a 


sin [a zy.l 
— 180 MIRO 3! 
közelítéssel elkövetett hiba 1078-nál kisebb. 


27. A 25. gyakorló feladatban In 2 értékét már kiszámoltuk 
10-77 pontossággal. Az ott felhasznált (23) előállítást használjuk 
fel ítt "s a következő módon k—4-re: 


ln 198—1]n 2-- In 5—]n 2--In 4-4 


t2 hp bg Tr 8 yi — 
9 3-9 0 (na DOT 
26 1 1 
3 25( 14 etssöszzztt ee ) 
" rálrgtat METTSTET ) 


Olyan --et kell keresnünk, amire teljesül, hogy a zárójelben álló 
végtelen sor helyett annak -edik részletösszegét vesszük, akkor 
az elkövetett hiba kisebb, mint 197" (ekkor a végeredmény hibá- 
ját a műveletek elvégzése után 1077? alá tudjuk csökkenteni). 
Azt kelltehát megnéznünk, milyen s-re teljesül, hogy a sor "-edik 
részletösszegének és a sor összegének az eltérése 107 "-nál kisebb. 
Becsüljük feltúről az eltérést: 


1 I 1 
CR EDETTON EL JETTTT e TON T2KT DIE 


keze findn ra.) 
KE DBI A BI BIR 


-h 


430 


l 81 1 


———— —— —— era -rr—r——— 


A kapott felső becslés 1— 4-re már kisebb, mint 10-5, mert 


9 . 80. 8139 " 806—9 - 84 - 101 
—9 : 642 101106, 


tehát: 
1 í 


a —— a r— 


9.80 BIZ 1067 


Ennek alapján: 


2 l 1 1 
In 1053 In áltegégytszge tree) 


— 2,30 258. 


28.a) Az általános ését vizsgálatának megkönnyítésére neéz- 
zünk először néhány speciális esetet. n—1 esetben 2 pontunk 
van, ezeket nyilván egyféle módon köthetjük össze. n—2-re a 
4 pontot kétféleképpen köthetjük össze a feltételeknek megfelelő 
módon (115. ábra). 


ETET 





B; 2 
e 
F zel Pi je VSE 


I Ta a ETT 


115. ábra 
Az n— 3 esetre már 5 lehetőségünk van, amit így számolhatunk 


össze: jelölte P,, P., P., F,, F;, Fa a kör kerületén felvett pon- 
tokat pozitív körüljárási irányban (116. ábra). P,-et F2-vel, P.- 
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7 


/ 


116. ábra 


gyel vagy P,-tal köthetjük össze, hiszen ha pl. P.-mal kötnénk 
össze, akkor P.-t a kimaradt pontok közül akármelyikkel össze- 
kötve olyan húrt kapnánk, ami metszi P,Ps-at. A P,P, összekö- 
tésekor a kimaradt 4 pontot még kétféleképpen köthetjük össze 
a P.P, esetben a meghúzott húr két oldalán levő 2—2 pontot 
egyféleképpen köthetjük össze, a P,Pg, esetben ismét 2 lehetőség 
van a többi pont összekötésére, Így összesen 5 lehetőséget ka- 
punk (a 116. ábrán a PP, esetet szemléltettük). 

Az általános esetben is jelöljük a kör kerületén felvett ponto- 
kat pozitív körüljárási irányban réndre így: P), P,, ..., Po. 
Az összes lehetőségek számát, a -et, itt is úgy számoljuk össze, 
hogy megnézzük, P,-et milyen pontokkal köthetjük össze és egy 





117. ábra 
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ilyen összekötéshez a kapott húr két oldalán levő pontokat 
hányféleképpen tudjuk összekötmi. A Pj-et csak páros indexű 
ponttal köthetjük össze, mert a kapott húr mindkét oldalán 
páros számú pontnak kell maradm. Ha TEKEn tetszőleges 
szárn, és P.-et P-.-val kötjük össze (17. abra4 akkor a húr 
egyik oldalán 3k—2 pont, a másik oldalán 24—2k pont marad. 
Ezeket egymástól függetlenül! a, :, ül. a, ., módon köthetjük 
össze, tehát a P,P., összekötéshez tartozó összes lehetőségek 
száma d. rd..x A k értékét I-től n-ig változtatva és a kapott 
összekötések számát összeadva az összes lehetőséget mégkapjuk, 
tehát: 


87 pé al Tr aa, ar vet dat Tr ét. 1de 
(ahol ag— [/. 
bd Legyen f(x) az (a ) sorozat generátorfüggvénye, azaz le- 
gyen: 


fOJ- Y ar 


ni il 


Tegyük fel, hogy a sor könvergenciasugara r-0 (teljes induk- 


— , ahonnan ez következik). 
3 


(ny 


Az xf(x)-güx) függvény négyzetét Cauchy-szorzással számiít- 
hatjuk ki: 





cióval igazolható, hogy a, c 


e(x)—agxt ax" maxit... Fe a Xtra 
px) agyag tt (dodt ado (aga agya, t adat 
FF ... Fiad, eg tt azgyezt stage... 


Az a) részben kapott eredményt felhasználva g7(0)-et így Írhat- 
juk: 


geza? raxők... ba xttth...—g(xj— x, 
mivel a9— 1. A eíx) függyény tehát kielégíti az 
vy—ytxzO 
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egyenlétet. Ennek gyöket: 


Tudjuk, hogy g(0)—ü, ezért (0) z—5 FT— AK 
c) A 5)-ben kapott g(x) függvényt fejtsük először 0 körüli hat- 


ványsorba. A V1—-4x—(1—4xY!? sorfejtését az (14-xyY? sor- 
fejtéséből kaphatjuk meg, ha x helyére —4.x-et helyettesítünk. 
A binomtátis sorfejtést alkalmazhatjuk. Számítsuk ki először az 
együtthatókat: 


LL) 1/I L 1 
-I -12—t]t-—21...[-— 
5]. 2679 


A n! 


. (2n — 3. 


—( zetett 
Ennek alapján: 


a4— (2n—3) 
809-5-3(11 3 2, (— ly RE áánt 4" 7 


n-] 


37—1 en — 


(2n—3) 
! 


a 1-3... 
72 FH: 
(aal 172-3...(2n—3(2n—2) 
72 H ((n— 1) W —x 
AL AND E (Mg 
e TT et — x 
oan ((n— ye "-nniti H ? 


ahonnan az ffx)-re az ffx)— xgíx) összefüggés alapján az 


S 1 2, 
197 Tali) 


sorfejtést nyerjük, Ix] 27 -ben a sor konvergens, ellenőrizhető, 
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hogy eleget tesz a követelményeknek, így az f(x) sorfejtésének 
létezésére vonatkozó feltételt jogosan aikalmaztuk. Az e -re a 
következő képletet kaptuk: 


1 9) 
él! — TE hal 
. HA] n 
29.a) Vizsgáljuk a végtelen szorzat r-edik részletszorzatát; 


ha3k-2 


hi 2 A 
sz (1- égy 11 (KET 


ks 


" (k—IXkt2 
— TT KK-t 2) 





ie 3 kiki) 
o 14 2-5 3-6 (n—24n-l (n— 1Ér-k 2) 
023 3-4 -5 —  (n—1lmn nínt 1) 
.1nr2 
3 n-Hi 
A lm op s : összefüggés alapján a szorzat konvergéns ÉS 


Rt 


TT(1- 2) 
a2 nin ka) Po 3 
b) Az n-edik részletszorzatot hozzuk zárt alakra úgy, hogy 
(1— 20)-szel szorozzuk is és osztjuk 15: 


P.Z(14xXI-4X2XI1-x9).. .(1-HxT)e 


— (1—xD(1 FX). . (Ax) (0 1—-x7 
" 1—x TT 1-x 
Ha Ixj-—- I, akkor him xx szú így lim PAZ Ez tehát: 


1 7 dal" H"t ön 


TT (1-4 xő 9 —. 


n—-ű 
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30. Írjuk fe: az n-edik részletszorzatot és szorozzuk is meg 0sZ- 


- a a 
szuk 15 27 sin 7 -nel: 





úr kt 
PAZ COS 28 CS — 77 . COS y- 
-— ] 2" sín Cü5 — ká lá €08 ke 
zt z 5 pá 95 74-i 7 2 
sir —— 
2" 

; 2771 sin üS — — z .C0 z 
zt, Sin ——- e 3 — — 
an d 57 2871 2 
sin JA 

sine 
ih TT NN eg 
n önét 
2" sin 7 


számítsuk ki p, határértékét H-- cs esetén: 


u 


sine 2 sinz 
hm p,— hm —— " -——- 


HP 
SIT an 





: 
7 


T-t Ter en 


í - r r [j s ri , r Ld 
mert zar, ha n—- so és Így a második tényező határértéke 1]. 


31. Használjuk fel a trigonometriából ismert 


—— —  —  F— — 
xz iltcosz Till 
cos 2 t00s ] 2tzeos 2 


—] 


r a TE 1 l Ld err FF 
azonosságot. Mivel cos rigávzsám 3" ezért az előző azonos- 
2 


ságból és a 30. feladat eredményéből 2 esetben következik az 
állítás : 
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c V 1 Vay 1, 1 111 
zi 2 2yi 2 2 22 242 


3Z.a) Vizsgáljuk a tényezők logaritmusaiból alkotott végtelen 
SOTt: 


a 1 n" 
- in s, 
23 "meri 


A sor abszolut könyvergens, mert 


ANNE (zlllli Hl n? nal 1 1 
9-jn zzz -—- nezem a (ia 78 





s 
, d 


118 


SOT konvergens májoráns sora az abszolút értékekből álló sor- 
nak. Így a végtelen szorzat konvergens. 


b) A tényezők logaritmusaiból álló 


pit 


sor könvergens, mert 


vem( tat] egi 
ni nm 


ratyi 


;, . 1 ., 
így a 2) az SOT konvergens majoráns sor. A végtelen szorzat 


n— li 


körlvergens. 
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c) A 32. gyakorló feladatban igazolt kritériumot használjuk 
fel a szorzat vizsgálatára. E szerint a 


szorzat akkor és csak akkor konvergens, ha a 


S (2 


n:z] szt 








végtelen sor konvergens. Az utóbbi nyilván Ix] — 2-re konvergens, 
tehát ugyanitt könvergens az eredeti végtelen szorzat is. 


33. A feltétel szerint : 


rt 
lim p,— lim [d a.—s570. 
1— sa n-eee ks 


er: i MNNN ; 
Vizsgáljuk a [[ — szorzat n-edik részletszorzatát: 


rz] 


Hir TI LN m 4 ENNNLEN 
nem kezi kr Am a da G, 
Ve 1 1 
SSKKKKKETEKKle 

lim TT a 

nH-ai kel 


mivel sú. A kapott eredmény szerint tehát 
l 


- 1 
1 as 
34. Vezessük be a következő jelöléseket: 


-TI tün da 7 TI De, 


kij 
p-]I Era a57 [1 b. 


k-l ks] 
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Az 


a) Állapítsuk meg a [d a,b, szorzat n-edik részletszorzataiból 
n:l 


álló sorozat határértékét: 


lm TI a,b, - Jim TI ct, Him TI b, 


1 ks] n-ea A5zl r-t s 4—] 


— lim p, lm g,—pg/ ő, 


r-t ra H-t en 


mivel p, 970 (az eredeti szorzatok könvergensek voltak). Azt 
kaptuk tehát, hogy Könvergens végtelen szorzatokra érvényes a 


Ér 


Ia]? 


n—] 


ÖSSZETÜRBÉS. 


b) A szorzatot 
kiüt 1 
ár "ba 
alakban 15 írhatjuk és a 33. feladat, valamint az a! feladat alkal- 
mazásával azt kapjuk, hogy 


jön 


1-7: 





ns 


15 
eti 
E 


- 


c) A TT (a,b) szorzatról tudjuk, hogy divergens, hiszen 


r5s] 


ha [I (,, ÉS TT b, konvergensek, akkor lim a,— lim b,—1, te- 


n5si HK za H-P ezi 


hát im (a.tb 2, ez pedig azt jelenti, hogy nem teljesül a 


met e 


konvergencia szükséges feltétele. 


35.a) A ( függvényt xs 1-re a következő definícióval adtuk 
meg: 


(74) H9-Y —. 


uz] 

A £(x) kiszámításához használjuk fel, hogy a (74) egyenlőség 
jobb oldalán álló végtelen sor x5-1-re abszolút könvergens, 
tehát a 15. feladat eredménye szerint az önmagával való szorza- 
tát úgy képezhetjük, hogy a sor tagjaiból alkotott összes lehet- 
séges kéttényerős szorzatokat tetszőleges sorrendben összeadjuk. 
számoljuk össze, hogy a kapott végtelen sorban egy rögzített 


; , 1 
nere hányszor fordul elő e; alakú tag. Ilyen tagot két, olyan 


iz ÉS - alakú tag szorzataként kaphatunk, amelyekre ki—n 
teljesül, Nyilván annyiszor kapunk ilyen tagot, ahányféleképpen 
n-et felbonthatjuk két pozitív egész szám szorzatára (a ki és ik 
felbontás itt két különböző felbontásnak számit). Ilyen felbontás 
pedig dín számú, azaz annyi van, ahány osztója van r-nek. 
Hiszen, ha k osztója n-nek, akkor van olyan / egész, hogy ki— a 
és fordítva, ha k/f— a (k, ! egészek), akkor k osztója n-nek. Ezzel 
igazoltuk az állítást. 


5) Íttis abszolút konvergens sorok szorzását kell elvégeznünk, 
Írjuk fel először a €(x— k)-t: I 


1 ma 

nyek -2 

ahol kü és x—kz-1, A (75) sort kell szoroznunk a 
—- 1 

(76) §9—2 


neg? 


k 


Is, 





(75) §(x—kjz y 


. 


H 


FH 


sorral úgy, hogy minden tagot minden taggal szorzunk és a 
kapott szorzatokat tetszőleges sorrendben összeadjuk. Gyűjtsük 


.. r . l r a HF 
ÖSSZE Itt 15 az az -et tartalmazó tagokat. Az előző, b) feladat 


megoldásához hasonlóan látható, hogy alakú tagok 


mt 1 
mé T 


34) 


szorzataként annyiszor kapunk a nevezőben n"-et tartalmazó 
tagot, ahányféleképpen s előállítható m/— n alakban (a sorrendre 
való tekintettel); ilyenkor a számláló mindig m lesz. A kapott 
tagokat összeszorozva, a számláló éppen nm összes osztói k-adik 
hatványainak összege, vagyis a,(n) lesz. 


c) Áz 
JER § mhn) 


s(x) ai: ] n 








azonosság igazolásához nyilván elég megmutatni, hogy 


mm 1 df e HÁRY 
ola) 


xze1-re. Itt is két abszolút konvergens végtelen sor szorzatát kell 


köd ny 


1 fj mak 
nálásával, hogy a szorzatban az — -et tartalmazó tagok össze- 
ft 


vonásával mit kapunk. Az a) megoldásához hasonlóan, a nevé 
zőben n"-et tartalmazó tagot annyiszor kapunk, ahány osztója 
van n-nek: ilyenkor a számláló eí(kd, és teljesül, hogy KI n. 


l La La La FF A 
Tehát a szorzatban az me alakú tag számlálója : 
(77) ?3 u(k), 
kk] 


ahoi klan a ,k osztója sr-nek" állítás rövid jelölése. Ha n—1, 
akkor a (77) összeg csak 1 tagból áll; 


2 PET 


Legyen n-—l1 és tegyük fel, hogy H— pi "po? . . .p, ", ahol pj, Bacon 
p, különböző prímszámok, eti, 22, - - ., 2, nemnegatív egész szá- 
mok. Ekkor n egy tetszőleges k osztója kapjfi, pf2 ..s Bőr 
alakban írható, ahol 08 22. 1—1, 2, . .., r-re. A. u definíció- 
jából tudjuk, hogy u(kdzzuípift . . .p fr) 0, ha van olyan B a 
amelyre ől teljesül. Így a (77) összeg kiszámításához elég 


441 


azokat az osztókat figyelembe venni, ahol mindegyik p, legfel- 
jebb első hatványon szerepel. Ha 


(71a) kep," B....P.  (GESEF) 


mindegyik prím különböző és a p,, ..., p, prímek valamelyike, 
akor Hn-nek erre a k osztójára ulkjmí(— 19. Számoljuk össze, 
hány ilyen osztó van! Azt kell kiszámolnunk, hogy a pi, ..., p 


primekből hányféleképpen tudunk s-et kiválasztani. Ezt (3), 
úr 


féleképpen tehetjük meg, tehát a (77) összegben a (77) típusú 
osztákból 


F rt 
Des 


rás tagokat kapunk. Ezeket összegezni kell — 0), Ll, ..., rre, 
tehát 


az ír samt ti ÉT F 
50-i (perelje 
Hgy -a-y-o, 


felhasználva a binomiális tételt, Így azt kaptuk, hogy n—1-re az 
nr" nevezőjű tagok összege 0. A szorzat értéke tehát 1 és ezt kellett 
igazolnunk. 


30.a/ A megadott 
sin (27- 1)a—sin ap (sm a) 
azonosságot, ahol pfo) egy m-edfokú polinom, az xsé krz esetben 
sin (2r-b 12 
sin e 


alakban 15 írhatjuk. Ha x—0, akkor a jobb oldalon p(0)-t kapunk, 
ami éppen a p(x) polinom 0 helyen vett helyettesítési értéke, 
tehát p konstans tagja. Mivel a (78) összefüggés Ial-i, azt 0-ra 
vá jés, szért a baloldal határértéke a--Ű esetén éppen pí(f). 
tehát 


(78) — (sirt er) 
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sin (21-k Úr 
sin a j 








pf0)z im 
zaú 


snintbz. € Ony1z2nitI. 








FM NT Dja sine 
. . . rt 

A p(x) polinomról még azt is tudjuk, hogy a sin" JAT 
. 27 . HITE ; . KERN 
sin — —— 2 k d gyökei, hiszen a (78) 
sin AT sin Ti számok mind gy É 

re Ld Fr Cudi lá I Lellkei ME :L Hit ese 
egyenlőség bal oldalának számlálója SZED 7 NTI 


tén 0 lesz, míg a nevező 0-tól különböző. Mivel p(x) A-edfokú 
polinom, a felsoroltakon kívül nincs más gyöke. Írjuk fel most a 








x 
x)j— (ént 111 ———— 
gt—íént ma ax 
2zntl 
x 1-—— . . 11——— 
7 a kJ a 
sin ET sir AT 


polinomot. A gíx) szorzatelőállításából látható, hogy ugyan- 

azok a gyökei, mint p(x)-nek és g(04—p(0)j—2n-l. Így a 

pCod—gíxjzríx) legfeljebb n-edfokú polinomnak a Ú gyöke, 
7E ű 


gyöke továbbá a sin —— —  , ..- sin SZ n darab szám, te- 
2nt17 " 2nt1 


hát legalább ni3-1 gyöke van. Mivel egy legfeljebb n-edfokú, 
nem azonos Ü polinomnak legfeljebb n gyöke van, így r(xj— 0, 
tehát gíxÓ azonos p(x)-szel. Ezért, ha az eredeti, (50) AZONnOssÁág- 





ban a helyett ErErTől -et írunk és p-t a vele azonos g-val pótoljuk, 
H 


akkor a bizonyítandó 
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(79) sin xs(2n-41) sin ——-x 























2n-tl 
sin sip 
szd 2n-kI ll ÉS 2n-T 1 
sin2 — sin —- 
2n--1 2Zni11 
azonosságot kapjuk. 
b) A definíció szerint: 
af (211) sin — 
k s(2ni-1)sin PTENTTÁ 
. x . x 
sit sin" 
VI LERKKMÉZESET BV PENZES 
sinz cak 
" 2Znt1 ii 2n7-1 


Az első két tényező szorzatának határértéke : 


z lim x: 


net an 


. 2 X 
ln (2n--1 
dm ( n--1) sin ri 








2nt1 


A többi tényező határértékét így határozhatjuk meg: 











sin" 
. Z2n-t-1 
lirm — -- — 
KGN IT 
Ú sin - 
2nr-t]1 
; x Met 
SI TT TON TT: 2 2 
— Tim 2nt1  (2n--1) xé Xx 
ha x2 ., in Un? Hai 


TT P.S 
Gant? nr 
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SI -—-— — 
2111 
——x, 


(1.2, . .., k-ra, tehát 


" LE 2 

KENT? tn di dl di 
a. hm a: "xi 1——-H 1—-—T...I] . 

KKE ( 55)( 57) ( köret 


A (79) összefüggés bal oldala független H-től, így a jobboldal 
határértéke n— es esetén létezik és sin x-szel azonos, tehát 
sin xs him (ajdbe)z líim af? im b69—a, " b, 

ha csak a,-7ü; ez viszont xzkz esetén érvényes. Ha x—kz, 
akkor a bizonyítandó (50) egyenlőséget úgy kell érteni, hogy a 
végtelen szorzat értékét 0-nak tekintjük (az egyik tényező ilyen- 
kor 03; ebben az értelemben (50) fennáll. A továbbiakban mindig 
feltesszük, hogy x kir. 


c) A b." sorozatra egyrészt 


besz 1 
teljesül, mert a szorzat minden tényezője 1-nél kisebb. Másrészt 
alkalrnmazzuk alsó becslésre a javasolt egyenlőtlenséget: 


x xi 


SSE EZÉ 

— o 2néi  OniiB 
ijed Em 48 

2n--1 a (2nily 


tehát f—ki I, k4-2, ..., r1-re: 


sin 








sin: x 
ee ént px 
sin? fm 42 
21-41 
Ennek alapján: 
H 2 
ír) KAN 
(80) i-H - HT (! 3). 


A 


s) TT(1-2 
; ) H( 55) 


végtelen szorzat konvergens, ha 2/9s-!xi (ekkor egyik tényező 
sem Új), mert a 


za - 
fh sösei 


NI AT 
IzíÉn al 


sor konvergens. A (80) egyenlőségből nm— ce esetén azt kapjuk, 
hogy fennáll az 


a a 
82) Izbz (1-2) 
69 Izhz ÍR tean 
egyenlőtlenség (feltehetjük, hogy rögzített x esetén k-t úgy vá- 
lasztottuk, hogy 2(k-115-]x. 

A (84) végtelen szorzat konvergenciája miatt a végtelen szor- 
zat k-adik részletszorzata tetszőlegesen közel kerül a szorzat ér- 
tékéhez, ha k elég nagy, így a végtelen szorzat és a k-adik részlet- 
szorzat hányadosa, 


1— jr 
M( 57) 


1-hez tart, ha K— ca. A (82) egyenlőtlenségből tehát a , rendőr- 
szabály" alapján következik : 


Bi e em 


d] A b) eredményt összevetve a c)1-ben kapott eredménnyel: 


(1 
sin x— im az lim x 1—— I, 
ami xs kr esetén teljesül, Ez éppen az (50) egyenlőség fennállá- 
sát jelénti a Xz-től különböző x-ekre. Ha x— kr, akkor a B) 
megoldásban mondott megállapodás szerint szintén fennáll a 
bizonyítandó összefüggés, tehát tetszőleges x-re; 


2 : 2 
. x x x 
sinx—xI1——111———-]...I 1 ——-].... 
mz Ar? nég? 


37. Ha az előző feladatban igazolt (50) egyenlőségben x he- 
:L 


vé 
yére 5 


t helyettesítünk, akkor ezt kapjuk: 


agó 


szírta 1 4 zo§ (2n—)(zn-1) 
1311 (1 Hi 0 gmnz " 


: "zi n-] n 
tehát 


2 5 (€n—-0 (nk) 
txt zá  2n dg 





A 33. feladat eredményét felhasználva mindkét oldal reciprokát 
képezhetjük és ezzel az igazolandó egyenlőséget kapjuk. 


38. A I (x) definícióját használjuk : 


( ) 
- 11t- 
, 1 H 
; (xs [I KENE 


unzt 
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NH 
ha x-z 0, —], ..., —, .... A [í1—3) értékét a 34.c) gyakorló 
feladatban igazolt azonosság felhasználásával így írhatjuk fel: 


ji ( 1) 
1T(1— xs —xT(—x)- [/ —— . 
n7] xX 
18998 
Ft 
A 34. a! feladat szermt a Go I(1— x) értéket a két végtelen szor- 
zat megfelelő tényezőinek szorzatából alkotott végtelen szorzat 
adja: 
Pra —x-t [I —-—— — 


Z 

nt j X aa pi 
— — x 
nm xlII (11-35) 
ii Tr "zi 


sin mx 


ahol felhasználtuk a 33. feladat és az előző, 37. feladat eredmé- 








nyét. Ha a kapott egyenlőségben x helyett 7 -et helyettesítünk, 
ezt kapjuk: 


d 


Mivel a definícióból látható, hogy x:-Ú-ra I ixjs-ü, 

PG) —Vz. 
Ebből xi (xysI(x3- 1) alapján r(na5) értékét is meghatároz- 
hatjuk, ahol n tetszőleges egész szám. 


39.a) A 25. gyakorló feladatban igazolt (23) egyenlőséget így 
alakíthatjuk át: 


In 14 —. 14 ! -k 8 4 
ni 2nil 3(2n-LE  5(2nipjt 


[ I j 1 
(53] [rezjnlran egz sazeTyet vese 


nt 
2 
A (83) egyenlőségből (145) értékére a következő alsó és 


felső becslést kaphatjuk : 


1 
ij 7 
heln(15) az 
Ft 


I I 1 l ü 
(84) -rtggggplttazagtoregjt e jó 


1 1 I 


-itz onrpei tt I2n(n 1)" 


A (84) egyenlőtlenségből következik a bizonyítandó egyenlőt- 
lenség : 


; 1 
j ji itt HMM ETET 
(85) ez 1-4- mé ; 
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bi Igazoljuk először, hogy az 


nie" 
d EI 


HT 





La 
H 


sorozat monoton fogyó : 


3-1 


— (n-edjlest! n e 
PET 


sz li 
et ( nala I az A 
(nt) (145) 


l 
a (85) egyenlőtlenség alapján. Az a,e !" sorozat monoton növő: 














! 1 


! ÉT ín 4) 
HI F1-- 
— nt ezmn Da 1 





ae Int 





L d, 


1 

ae I 1 öz 
JT [1-4 —- 
HI 


szintén a (85) egyenlőtlenség szerint. 
1. 
A Üsse Isszl egyenlőtlenségből következik, hogy 


l 
a, Erről 


Í 
tehát (a) monoton fogyó, alulról korlátos sorozat (pl. aje 


ii 
egy alsó korlátja), a,e é" monoton növő, felülről korlátos soro- 
zat ípi. a, egy felső korlátjai, tehát mindkettő konvergens. 
Legyen: lim a, sa, ekkor 
LL —-d. 
im a, e 145—-a: hm e 4r—a, : 


H-t an H-t a 
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tehát a két sorozatnak közös a határértéke. A sorozatok mono- 
tonitási tulajdonságából következik az 


1 
(86) d,e ötzg ző, 


egyenlőtlenség. 


c; Mivel az a, sorozat konvergens és határértéke a, minden 
részsorozata 18 konvergens és ugyancsak a a határértéke. Az a 
kiszámításához vizsgáljuk az as, részsorozatot és a, átalakítása 
közben használjuk fel a c/ feladatban javasolt azonosságot; 


., Aznylete (2n)! , ny len 


. 2P(ni 2 zt 
nb 1 V2n 
(ny (7) 





rt 


( (21—DH! , n 1: 3...0n—D, Ve 


ng ty ——— TT a 
(zm)!! Van 2"-4...2n p5 


Emeljük négyzetre a kapott egyenlőséget és rendezziik át: 


2 d3 375 (2n— 3)(2n—1) (2n—1(2ri1) a. 


d e a E eeee SS  A——L : 
mM 2.2 4-4 0n— Den 2n:2n 0n anF2 
A kapott egyenlőség jobb oldalán az a! tényező előtt álló ténye- 


zők szorzata éppen a (37. feladatban tgazolth Wallis-formulában 
szereplő végtelen szorzat n-edik részletszorzatának reciproka, 








F Tr Laj "s r 2 [ej m 
n- ce esetén, tehát a határértéke -— . Ennek alapján mindkét ol- 
TE 


dal batárértékét véve, a következőt kapjuk : 


ahonnan a— F2z-t kapunk. 
A (86) egyenlőtlenséget tehát a következő formában írhatjuk 
fel: 


1 . 
a, e UozV2n-za, 


350 


vagy ezzel ekvivalens módon: 


o LL 
elt l rt az elér 


V2z 





Kö 
Az elt függvény folytonos (rögzített n-re) a [0, 1] intervallum- 
ban, tehát Boizano-tétele alapján a két végpontban felvett érték 
közé eső számokat az intervalium belsejében felveszi. Ezért, van 
olyan 0-§ 1 szám, amire teljesül az 
én 
(87) s ető 
V2z 
egyenlőség. A (87) egyenlőséget a, definíciója alapján még a kö- 
vetkezőképpen írhatjuk fel: 


1 ait 1 mo én 
da ken (5) sz elz, 
K2- I Kőszn 


ahonnan a bizonyítandó (52) egyenlőséget kapjuk: 


MYN Gr 
11 nm 
FH I s Vozen (z) eln 


7 





mi 


ahol £, alkalmas, ú és 1 közötti szám. 


40.a) A sorozat n-edik tagjának átalakítására használjuk fel 
az előző feladatban igazolt Stirlimg-formulát : 














H Hl HR . Li 13né 
H 
Vrn! nm Én V: n 
van le elm! V2ztn 
e 
Mivel 0-8 1 minden n-re, um Du így a keresett határ- 
érték : her e 
lm —g. 
nt aa TT — 
Va! 
295 45] 


b] Itt is a Stirling-formulát használjuk fel az n-edik tag átala- 
kítására: 





Inn! 5 a 23 nb n— ni én 

la at ni]inn NI 
a éz yes 
inlinn 2n inn  izntlnn" 


Mivel 7— cs esetért In 7—- es, a most kapott alakról már világos, 
hogy 


. ]inn! 
lm — —]. 
n" 


n- ee 1 
c) A binomiális együttható definíciója alapján a Stirling-for- 
mula felhasználásával a következőt kapjuk ; 


Ta 


(9)-e Vázní2nyrertrettn 1 2- 
(ni! €, Ézn 


$zn te ezér gén 


n 


ahol In [7 1. 


Ennek alapján a 28. feladatban szereplő a.re a következő 
közelítést kapjuk : 


l 
"(nél 
ahol In 1 I. 


na 


en 
a áres 


17 Sza 5 22 
. sinx 
hirr — 


xztü 


1. 





him (rege e 
XT ma x 





rat x 

in 
Hm milk x) I, 
x-Ü x 


1 


ht [degetgzt aa 


az 


hm xlnx— 1. 


r-a(-rü 


. x 
lírn -—— Ő, 


Ér. ni 
XI5T an 


In x 


lirm —€. 





xato €£ 


x 
ETT s 


E dt la 


him sz70, ha a5s-Ú, a5-]), 


.  hx 
lim — —0, ha xz-Ú. 
x? 


